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DEVELOPPEMENT 1

APPLICATION DE LA FORMULE D’EULER-MACLAURIN

Formule d’Euler-MacLaurin. — Si f : R — C de classe Ck et 2r +1 < k alors
B _ _
Flm) - £ = [ (e Z gy (1) = D)) 4,

ol

r =

1
STy [, e O 0

et By, et by, désignent respectivement les nombres et les polynomes de Bernoulli.

Lemme. — Soit f: R — R a décroissance rapide et A,y €]0,4+00[, on pose

+o0
u) =Y f((n+\u)
n=0

alors quand u tend vers 0, on a

uSi(u) = /A T pwar+ 5 0w) +Z " Qh(Bh) FED ) + 0w 2).

Démonstration. — Puisque 22 f(x) p—— 0, il existe M > 0 tel que |f(z)| < w—]‘g pour x assez grand.
T—T00

il s’ensuit que |f((n + A)u)| est majoré par 0 pour n assez grand, qui est le terme général d’une

M
’FL+A)2U2 9
série convergente. Donc Sy (u) converge absolument.

On pose () x + A)u) alors go(”)( ) = u " ((x + Mu) et la formule d’Euler-MacLaurin donne
P(0)+ -+ oln / )it + 5 (fO) + F((n + AJu)

+Z 1)h=1y 2k B (f(2h71)((n+)\)u)+f(2h*1)(>\u)) + R,

(2n)!
ou
1 ! T T
Ry(\u) = @ /0 bory1 (H)ur L FCTHD (¢ 4 Nw)dt.
n 1 nu+u
Or/ o(z)dr = / f(t)dt donc
0 U S

1 nu+Au 1
p(0) + -+ p(n) = u/A F&)dt + 5 (f(Au) + f((n+ Au))

+ Z(1)h—1u2h—1£’3! (£ + M) + FZ D ) + R,
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et en faisant tendre n vers I'infini, il vient
1

Sy(u) =+ / " Fdt+ L fow) + 3 (e Bhgenn ) 4 g
e 2 — (2h)! "

Or pour tout ¢ € [0,1], on a |by11(t)| < (r + 3)B, donc

|R ()\ u)‘ _ Llﬂr—l—l /+°° ‘f(zr-l-l)(t)‘ dt
e 2(2r + 1)! u

i.e. R.(\u) = O(u?*1) et on a le résultat souhaité en multipliant par u. O

Application. — Soit a,b,c,a, 3 € R avec a > 0. Si |z| < 1 alors la série

+oo
fle) =D @t ol — gomto)
n=0

converge et tend vers 5~ lorsque  — 17,

Démonstration. — Pour n assez grand, on a an® + bn+c¢ > net an? + b+ a)n+c+ 3 > n

i.e. x“”2+bn+c(1 — 29"HB)| < 22" des que |z| < 1 donc la série converge. Pour 0 < = < 1, on note

2 b\? b2
gt —oxp | —a (n + 2) u? | exp ((c — 4) u2>
a a

de sorte que 'on obtient une expression de la forme
F@) = 2" Sy 00 (u) = 2" S(p1.0) 24 (1)

z =e ¥ alors

Si on pose ¢(u) = e~ alors le lemme donne
+o00 +o00
uf(z) = 2™ / o(t)dt — z"2 / o(t)dt + " up(bu/2a) — 2" up((b+ a)u/2a) + O(u?)
bu/2a (b+a)u/2a

or M =14 O(u?) et 2" =1+ O(u?) pour u — 0 donc

1 (b+a)u/2a
fl@) = 1 / o)t + o(bu)2a) — o((b+ a)u/2a) + O(u)
U Jbu/2a

donc

Lecons concernées

18 Application des formules de Taylor et des développements limités
26 Développements asymptotiques d’une fonction d’une variable réelle

32 Intégrale d’une fonction d’une variable réelle. Suites de fonctions intégrables

Référence

A. Chambert-Loir, S. Fermigier et V. Maillot, Analyse 1, Masson, 1997.
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DEVELOPPEMENT 2

SUR I’ESPACE DE BERGMAN

Soit 2 un domaine borné de C, distinct de C, et D le disque unité ouvert.

Définition. — On appelle espace de Bergman sur Q, I'espace A%(2) des fonctions holomorphes sur
Q qui sont dans L2(Q).

On considere sur A?(2) la norme || ||, associée un produit scalaire

(f,q) = /Q F@a(z)dm(z) . f.g € AX(Q).

Lemme. — Soit K C Q un compact et f € A%(), alors
1
< ——F .
mx G < G aay vz 1M1

Démonstration. — Soit D(a,r) C Q et p < r alors la formule de Cauchy donne
1 f(©) 1o 0
fla) = = d¢ = — fla+ pe”)do
2T Jic—a)=p C — @ 21 Jo
d’ou

r2 T _ 1 e i0 _ 1
fla)s = /0 Fla)pdp = 5 /0 /0 Flat pe)pdpat = - | L JEmG)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

L 2225 Zé: 1 ZQZ
@)l < =5 !/D(M)If( ) d] [/D(W)d] - [/D(mm ) d]

1 ) 1
< d < .
1< ey |, V6 ] e LI
Puisque d(a,09) > d(K,0f2) pour tout a € K, on a bien
1

Iglea%\f(a)’ < Jmd(K,09) £l -

N[

)

d’ou

N[

Proposition. — A2(Q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. — Soit (f,), une suite de Cauchy de A%(Q) et K C Q compact alors

wax 1u(2) = Fn()] € S=mas = Fl



10 SUR L’ESPACE DE BERGMAN

donc la suite (f,), converge uniformément sur K et, d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe f
holomorphe sur © qui est limite uniforme sur les compacts de Q de la suite (f,),. Par ailleurs, L?(£2)
est complet donc (f,), admet une limite g dans L?(Q); il en résulte qu’il existe une sous-suite (fn, )k
qui converge presque partout vers g. Donc f = g presque partout i.e. f est dans L?(€2). O

Pour tout n > 0, on pose

n+1
en(2) = .
Proposition. — La suite (e,)n>0 est une base hilbertienne de A%(D).

Démonstration. — Tout d’abord, on a

m+ n+1 n n+m+1 eln— m)6
R o
:\/(m+1>(n+1) 1 /Qﬂez(n—m)QdQ
72 n+m+2 Jg
_\/(m—l—l)(n—l—l) 2 .
N 2 n+m+2""
(m+1)2 2
2m + 2

5n,m
= 5n,m
i.e. (en)n>0 est une suite orthonormale.

Soit f € A%(ID), on note ¢, (f) = (en, f), montrons que

+oo
1£15 = lea, NI
n=0

+o00
Puisque f est holomorphe sur D, on peut écrire f(z) = Z ap 2" dans D, alors (par convergence dominée)

n+1 _n n+1 im =n
=4/ / f(z)dm(z 7‘1—>1* /|Z<Tz f(z)dm(z)

et par convergence uniforme de la série ci-dessus dans le disque D(0,7), il vient

en(f) = ntl lim Zak/ nKdm(z)
|z\<r

™ or—l1— k=0
or
9 n—+k-+2 2n+2
/ zZ"2"dm(z) = i Ok = i Okm
|z|<r n -+ k + 2 n+1
d’ou
too 2n+2
_n+1 mr _ m . 42 T
alf) = 7 Jim D enm Bk =\ oo i 2 = foman.
D’autre part, on a
“+oo
1913 = [ 1#G) P dme) = tm [ g Zakz am(z) = m S ar [ f)Fdm(z)
D =17 Jz|<r ool k=0 |z|<r
mais
too 2k+2 2k+2
o o
f(2)Zdm(z) =) ay Ok,e = i
|2|<r Ez:; k+1 k+1

Sébastien Pellerin
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d’ou
+o0o T +o0
. _ . 2
£l = lim > aropr® T = lim > e (f)F 72
r—1- =0 k + 1 r—1-— pr

400
Puisque Y. |en(f)]? 722 < || f]|5 pour tout 0 < r < 1, on peut conclure par convergence dominée. [
k=0

Pour tout ((,z) € D x D, on pose k(¢, z) = (11C)2 et on note k(¢,-): D — C, z — k((, 2).
(1 —¢Cz

Proposition. — On a k(¢,-) € A%(D) et, pour tout ( €D et tout F € A%(D),

- / R(C 2 F(2)dm(2).
D

Démonstration. — La fonction k(, -) est continue dans le disque {z;|z| < %} donc est de carré intégrable

sur D et il s’agit clairement d’une fonction holomorphe donc k((,-) € A%(D). Puisque (ey)n>0 est une
base hilbertienne, on a

+00
<k(C’ )7F> = Z<en’F><k(C> ')56n>
n=0
d’ol, en notant F'(z) = Jioakzk dans D,
k=0
+oo pon
<k(<a)7F>:nZ:%Un+1 k(<7')76n>'
D’autre part, on a
1 1 00 !
<k(47)7 - :37; / ].—CZ = :37; / < CZ > z"dm(z)
+oo
—¥nil /Z (k4 1)(C2) s dm(z) = V”3/+21 Z(k‘—i—l)ck/zkz"dm(z)
T =0 D
vn+1 27 n+1_,
=Y kz;)(k? + 1)Ckm5n,k = - ¢
d’ou
TN T iy AR CES VI e
o n=0 n+1 ! T n=0 !
ie. F(C) = /D F(C 2 F(2)dm(2). 0

Sébastien Pellerin
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Lecons concernées

01 Espaces de fonctions. Exemples et applications

02 Exemples de parties denses et applications

05 Espaces complets. Exemples et applications

09 Utilisation de la dénombrabilité en analyse et en probabilités

12 Méthodes hilbertiennes en dimension finie et infinie

13 Bases hilbertiennes. Exemples et applications

33 Espaces LP, 1 < p < 400

34 Interversion d’une limite et d’une intégrale. Exemples et applications

38 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications
41 Exemples d’utilisation de fonctions définies par des séries

44 Fonctions d’une variable complexe, holomorphie. Exemples et applications

45 Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C

Références

A. Chambert-Loir et S. Fermigier, Ezercices d’analyse 3, Dunod, 1996.
F. Bayen et C. Margaria, Espaces de Hilbert et opérateurs, Ellipses, 1986.
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DEVELOPPEMENT 3

THEOREMES DE BROUWER ET DE SCHAUDER

Théoréeme de Brouwer. — Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle-
méme admet un point fixe.

Démonstration. — Supposons par ’absurde qu’il existe f : B™ — B"™ continue sans point fixe.
e On peut supposer que f est de classe C'. En effet, puisque B” est compact, il existe ¢ > 0 tel que
Ve e B", |f(x) — x| > e.

D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, il existe P € R[zy, ..., x,] tel que

Vz € B, |f(z) — Pz)| < g

donc -
Vo € BY, |P(2)] < |[P(z) = fl2)| +|f(2)] < 5 + 1.

P(z) alors on a @ est polyndmiale (et a fortiori de classe Cl) telle que

Si on pose Q(x) = 152
Q(B™) C B™. Enfin, pour tout € B", on a

Qz) — f(2)| < [Q(x) — P(z)| +[P(z) — f(x)] < (1 -

) 1P@) 1P~ @) < e

donc

Q(z) — x| > [f(z) — z| - |Q(z) — f(z)| >0
i.e. Q : B® — B™ est de classe C! et sans point fixe.
On suppose donc désormais que f est de classe C!.

e Il existe une application ¢ : B® — S"~! de classe C!. telle que ¢(x) = z pour tout z € S"~1. En
effet, on note ¢(z) le point d’intersection de S"~! avec la demi-droite [f(x),x) i.e. on a p(x) € S ! et

p(x) = f(a) = A() (z — f(2)) avec A(z) > 1. Ainsi || f(2) + A(@) (z — f(2))|> = 1 i.e.
1f @)+ 2A\(@)(f (2), 2 — f(2)) + A2)? |l = (=) = 1

donc

A@%:—U@%x—ﬂ@?+¢w

2
lz = f ()]
(on considere la racine > 1) avec
A = (f@)x— f@)? + o — f@))? (1= £@)]?) = 0.
Donc X est une application de classe C' sur B™ et I'application ¢ est donc aussi de classe C'. De plus,
pour tout z € B", on a ||p(x)|| = 1. Enfin, si z € S"~! alors A\(z) = 1 donc ¢(x) = z.
e Pour tout ¢ € [0, 1] et tout = € B™, on pose

o) =1 -tz +tp(x) et P(t)= /O det Jo,, (z)dm(x).

n

Alors P est une application polynémiale en t.



14 THEOREMES DE BROUWER ET DE SCHAUDER

e Pour tout 2 € B", on a ||o(z)||* = 1 d’ott (p(z), des(h)) = 0 pour tout h € R™. Donc Im dp, C @(z)*
donc dimIm dy, < n —1 et, en particulier, dyp, n’est pas inversible i.e. det J,(x) = 0. Comme ¢ = ¢1,
cela signifie que P(1) = 0.

e Soit t € [0,1] et x,y € B™ tels que () = ¢i(y) alors
(I =t)llz —yll =tle@) — @)l

Puisque ¢ est de classe C!, on peut poser M = sup ||d@,| et le théoréme de la moyenne donne
xeB™

le(z) — W)l < M ||z -yl
i.e. lorsque t # 1

Mt
lz =yl < 7 lz — 9l

1
et si 0 <t < « alors
1+ Y R
est injective pour 0 < t < a.

Sia= < 1 et on obtient une contradiction sauf si x = y. Ainsi, ¢;
e Pour tout t € [0,1] et tout x € S" !, on a ¢;(x) = x. Pour 0 < t < o, I'injectivité de o, implique donc
que cpt(én) c B,
e Puisque p;(z) = (1 — t)x + tp(z), on a

det Jy, (z) = ap (@)t + -+ ar (@)t + 1 = t(an(z)t" 1+ +ar(2)) + 1
ou les a; sont des fonctions continues sur B,. On pose

m= sup |an(@)t" ™+ -+ ai(z)
t€(0,1]
alors pour t < L et tout z € B, il vient |a,(z)t" + - + a1 (z)t| < 1 d'on
det Jo, (z) > 0

[¢] o
donc, pour 0 < t < inf(q, %), ¢ est un difféomorphisme de B™ sur l'ouvert ¢ (B™) qui vérifie en outre

det Jo,, (z) > 0.

o o

e Siy ¢ ¢)(B") alors ||y|| < 1 puisque p;(x) = x pour tout z € S"~1. Soit x € ;(B™); puisque ¢ (B")
est ouvert, il existe n > 0 tel que B(z,n) C ¢:(B") donc

0o =sup{f € [0,1] ; Oy + (1 — )z € p(B")} > 0.

(¢]
et, pour la méme raison, Oy + (1 — Op)z ¢ :(B™). Soit (#,), une suite croissante tendant vers 6y, on
note

by =0,y + (1 —0p)z = ¢i(y,) avec y, €B™ .
Puisque B" est compact, il existe une sous-suite (yo(p) )p qui tend vers yo € B™. En passant a la limite et
par continuité de ¢y, il vient ¢¢(yo) = Ooy + (1 — 0p)x. Puisque Opy + (1 — Op)x ¢ ¢(B™), on a |lyo|| = 1

mais ; est lidentité sur S"~! donc ||6gy + (1 — 0g)z| = 1. 1l en résulte que ||y|| = 1 i.e. on a une
contradiction.

e Enfin, pour t petit, on a par la formule de changement de variables
P(t) = /O det Jo, (z)dm(z) = /0 |det Jy, ()| dm(x) = / , dm= [ dm
n Bn (Pt(Bn) Bn

i.e. P(t) est une fonction polynomiale qui est constante égale au volume de B™ pour t petit. Donc P
est constante or P(1) = 0 donc on obtient que le volume de B™ est nul ce qui est absurde. O

Sébastien Pellerin
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Corollaire. — Toute application continue f : C — C, ou C est un convexre compact de R™, admet un
point fixe.
Démonstration. — 1l existe R > 0 tel que C C B(0, R). Puisque C est un convexe compact, il existe

une projection 7 : B(0, R) — C. On note i l'injection de C' dans B(0, R), alors I'application i o f o 7 :
B(0,R) — B(0, R) est continue donc il existe z € B(0, R) tel que (i o f o7)(z) = = i.e. f(r(x)) = .
Comme f est a valeurs dans C, on a donc = € C i.e. x = 7(x) et f admet donc bien un point fixe. [J

Théoréeme de Schauder. — Toute application continue f : C — C, ou C est un convexe compact
d’un espace de Banach E, admet un point fize.

Démonstration. — e Soit € > 0, on recouvre C' par des boules B(yi,¢),...,B(yp,c) et on note F le
sous-espace (Y1, ...,Yp). D’apres le théoreme de partition de 1'unité, il existe ¢, ..., p, de classe C* a
support compact (¢; : B(y;, ) — RT) telles que ¢1(z) + -+ + ¢p(z) = 1 pour tout z € C. On définit
alors 7. : C' — F_ par

Te(x) = p1(@)y1 + -+ op()yp
et en fait 7. est & valeurs dans CNF; puisque 7. (z) est combinaison convexe de points de C'. L’application
7 est continue puisque les ¢; sont continues. Enfin, pour tout x € C, on a

Z pi(x)yi = Y _pi(x)e
i=1

or ;(z) = 0 pour = & B(y;, &) donc p;(z) ||ly; — z|| < ep;(z) pour tout 1 <i < p et tout € C, d’on

|7e(z) — x| <ZcpZ )y — || <52g02 =ec.

p

> i)y — )

=1

e () — =] =

e Pour tout £ > 0, on note i. l'injection de F. N C' (qui est un convexe compact de dimension finie)
dans C alors on peut appliquer le corollaire précédent a m. o f o i, donc il existe x. € F. N C tel que
(me o foiz)(xs) = e donc

|ze — f(zo)|| = lme((f 0 i) () — (f odc)(ze)|| < e

Ainsi, pour tout € > 0, il existe z. € C tel que ||z. — f(z:)|| < € et comme C est compact, on en déduit
qu’il existe une suite (zy); de C qui converge vers un point z € C et qui vérifie ||lzy, — f(zy)|| < ¢ pour
tout k& > 1. Par continuité de f, il vient donc f(z) = x. O

Lecons concernées

03 Utilisation de la notion de compacité

06 Utilisation de théoremes de point fixe

11 Utilisation de la dimension finie en analyse

12 Méthodes hilbertiennes en dimension finie ou infinie

14 Applications du théoreme d’inversion locale et du théoreme des fonctions implicites
15 Différentiabilité d’une fonction définie sur un ouvert de R™. Exemples et applications

48 Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynémiales ou polynomiales par mor-
ceaux. Exemples

Sébastien Pellerin
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Compléments

Le théoréme de Cauchy-Peano. —
Théoréme. — Soit I un intervalle non vide de R, U un ouvert de R™, (ty,z9) € IXU et f : IxU — R"
une application continue. Alors le probleme de Cauchy

X'=f(t,X) et X(to) =0

admet au moins une solution locale.

Démonstration. — Soit r, M > 0 tels que

B(wo,r) CU, J=[to— ~to+ -] C 1 et sup  [|f(t2)|| < M.

M M (t,x) €T xB(z0,r)
On note alors
A={f:J— @(m, r) M — lipschitzienne avec f(ty) = 2o}
et pourz € AetteJ
t
() =m0+ [ f(s,2(s))ds.
to

Le probléeme de Cauchy revient a trouver une solution locale de I’équation intégrale
t
z(t) =x0+ [ f(s,z(s))ds
to

i.e. a chercher un point fixe de 'opérateur
T:-A— Azx+— T
SixeAett e J alors

<Mt —to] <r

|@@—xwzﬂéﬁ@w@»m

et si u,v € J alors

[Z(u) =2 ()] =

/uvf(s,x(s))ds

donc Z € A i.e. Vopérateur T est bien défini. On vérifie aisément que A est convexe et, au moyen du
théoreme d’Ascoli, on vérifie que A est compact. Il reste donc & montrer que 7' est continu. Soit z,y € A
et £ > 0, puisque [ est uniformément continue sur J x B(zg,r), il existe n > 0 tel que

o=yl <n = 17(t.2) = FLy)] <

On en déduit que si ||z — y|| <7 on a alors

<M |v—u

8

[Z(t) =yl < t 1f (s, 2(s)) = f(s,9(s))| ds < e

i.e. T est continu. O

Champ rentrant dans la sphére. —

Théoréme. — Si V : R" — R"™ est une application continue telle que (x,V(x)) < 0 pour tout
x € S* alors V' s’annule en au moins un point de la boule unité.

Démonstration. — Soit € > 0, on considere I'application continue

fe :B(0,1) = R", x — z+ eV (x)
alors
I £-@)|7 = [|l2]|* + & |V (2)|* + 2(z, V(2)).
Puisque le champ V est continu sur la boule unité fermée, on peut considérer le maximum de sa norme
d’ou
1£-@) 1 < Nz + € IV I§ o + 26z, V().
Sébastien Pellerin
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L’application z + (z,V(x)) est continue sur la sphere S*~! qui est compacte donc cette application est
bornée et atteint son maximum en un point o € S”! donc

n= :;glm V(x)) = (x0, V(x0)) <O0.

On en déduit qu'il existe 0 < dyg < 1 tel que, en notant C'(dy) = {x € R™ ; 1 — &y < ||z]| < 1}, on ait
sup (z,V(z)) < T<o
2€C(80) 2
d’ou

sup | fe(@)|® < 1+ VI, +en
ze€C (o)

Si € est choisi de sorte que 0 < ¢ < alors on a

*277
E

sup | fo(a)]* < 1.
z€C (o)

D’autre part, si ||z|| <1 — §p alors

_sup ”fe(x)Hz < (1- 50)2 +e° ”VH%(()J) + 2¢ ”VHE(O,l) :
x€B(0,1—-dp)

Si e est aussi choisi de sorte que 0 < € < 678 alors on a
V50,1
2
sup || fe(2)[|” < 1.
z€B(0,1—d0)
Ainsi pour ¢ > 0 choisi assez petit, on a
f= (B(0,1)) c B(0,1).

D’apres le théoréme de Brouwer, I'application f. admet un point fixe i.e. il existe yo € B(0,1) tel que
fe(yo) = yo donc yo + eV (yo) = yo et il s’ensuit que V(yo) = 0. O

Une application géométrique. —
Théoreme. — Soit A un triangle du plan de sommets a,b et c. St A est la réunion de trois fermés F,
contenant [a,b], Fy, contenant [b,c] et F, contenant [c,a|, alors Fy,, Fy, et F, ont un point en commun.

Démonstration. — On identifie le plan a la droite complexe. Si Fy, F} et F. n’ont pas de point en
commun alors les réels d(h, Fy,),d(h, Fy) et d(h, F.) ne sont pas tous nuls donc, & tout point h, on peut
associer le barycentre g = ¢(h) des points a,b et ¢ munis respectivement des poids d(h, Fy),d(h, Fp) et
d(h, F.). Ces poids étant tous positifs, on définit ainsi une application continue

do:A— Ah— ¢(h)=g.
Puisque A est un convexe compact du plan, ’application ¢ admet un point fixe hg i.e. on a
d(ho, Fa)(ho — CL) + d(ho, Fb)(h() — b) + d(h(), FC)(ho — C) = 0.

Puisque A est la réunion des trois fermés Fy, Fy et F., le point hg appartient a I'un de ces fermés, par
exemple F, ; on a donc d(hg, F,) = 0 d’ou

d(ho, Fy)(ho — b) + d(ho, F¢)(ho — ¢) = 0.
On en déduit que hgy appartient au segment [b, c| donc, en particulier, au fermé Fj, i.e. d(hg, Fp) = 0 d’ou
d(ho, Fe)(hg —c¢) =0
i.e. hg = cet il s’ensuit que hg € F, ce qui contredit le fait que hg € F,NF} et Phypothése de départ. [

Sébastien Pellerin
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Une application en algébre linéaire. —

Théoreme. — Si A € M, (R) est a coefficients positifs alors p(A) est une valeur propre associée a
un vecteur propre positif.

Démonstration. — Soit A une valeur propre de modulo p(A) et V' un vecteur propre associé de norme
1 alors

p(A) V] =[AV] =|AV| < A|V|
(ou | X| désigne le vecteur dont les coodonnées sont les valeurs absoluees des coordonnées de X') donc
S={XER"; X0, X, =1, pA)X < AX)
est non vide. De plus, on peut supposer que p(A) > 0 (sinon le résultat est clair) d’'on AX # 0 pour
tout X € S. On considere 'application
AX

f:8 = REX = ) = R,

alors, pour tout X € S, ona f(X) >0, ||[f(X)]; =1 et
1, 1

= > A(p(A)X) = p(A) f(X

faxy, X2 ax, A = ADIE)

i.e. f(S) C S.Or f est continue et S est convexe compact donc le théoreme de Brouwer implique qu’il
existe Y € S vérifiant f(Y) =Y i.e. AY = ||AY||; Y. Comme Y € S, on a p(A)Y < AY = ||AY |, Y
mais Y > 0 donc p(A) < ||AY||; d’ou p(A4) = ||AY||;. O

Af(X)
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DEVELOPPEMENT 4

VECTEURS PROPRES DE LA TRANSFORMATION DE
FOURIER DANS [?

Lemme. — Si f : R — R est mesurable non nulle presque partout et telle qu’il existe 6 > 0 vérifiant
f=0(e%#). Alors Vect(z™ f(x))nen est dense dans L*(R).

Démonstration. — Si Vect(z"f(x))nen n'est pas dense dans l'espace de Hilbert L?(R) alors il existe
h € L?(R) non nulle presque partout telle que

Vn e N, / 2" f(x)h(x)dx = 0.
R

L’inégalité de Cauhcy-Schwarz donne fh € L'(R) donc on peut considérer sa transformée de Fourier

/ f(z e %%y,

Si 0 < & < § alors efl*lf(z)h(z) € L'(R) d’aprés I'hypothese sur f donc (en utilisant le théoréme
d’holomorphie sous le signe somme) g se prolonge analytiquement sur la bande {z € C ; Im (z) < d}.
D’apres la propriété vérifiée par h et en utilisant le théoréeme de dérivation de la transformée de Fourier,
on obtient que toutes les dérivées de g sont nulles en 0. D’apres I'analyticité de g, g est identiquement
nulle et 'injectivité de la transformation de Fourier donne fh = 0 presque partout, ¢’est absurde puisque
f et h sont toutes deux non nulles presque partout. O

La dérivée d’ordre n de H(t) = e est de la forme et H,(t) ot H,(t) est un polynome appelé
polynéme de Hermite, déterminé par la relation de récurrence H,41(t) = 2tH,(t) + H] (t), de degré n
et de coefficient dominant (—2)". Les fonctions de Hermite sont alors définies par

2

ha(t) = (12°/7) "2 Hy(t)e ™ 7.

Proposition. — La famille (hy,), est une base hilbertienne de Lz(e*"?dt).

Démonstration. — Si P est un polynome de degré au plus n — 1 alors une intégration par parties donne
(par définition de H,, et puisque P = 0)

A () Ha(t)e™" dt = /P (1WAPW@H@ﬁ:0

ce qui montre que la famille (h,), est orthogonale. La formule d’intégration par parties donne

2€7t2 _ (n) — (_1\" (n) eft2
/R (H, (1)%e dt /R Ho () H™) (t)dt = (~1) /R H (et dt

d’ou puisque le coefficient dominant de H,, est (—2)"

/(Hn(t))Qe_tht = 2”n!/ e dt = 2"/
R R

donc (hy)p est bien une famille orthonormale. Puisque les polynémes H,, sont de degré échelonnés, il
découle du lemme que la famille (hy,),, est une base hilbertienne de L?*(R). O
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Proposition. — h, = V2m(—i)"hy,

22

Démonstration. — On rappelle que la gaussienne G(x) = e~ 2z vérifie é(m) =V21G(x) i.e.

2

2 -
/ e~ Te Mg = Vome  z.
R

On remplace t par t + 2u alors

22

_ 2 tduttdn® o _2?
/e 2 e Mre2uT g — \fore™ 3
R

i.e.
z2

2 o w? i 2 giur T2
/6 Te 2ut—u e ztzdt: /2ﬂ_eu e2zux€ 5
R
ce qui s’écrit encore
2 —itx u? 2iuzx _z . 22
ez H(t +u)e” "dt = V2me" e""Ye™ 2 = V2 H(iu —x)e 2
R

et cette intégrale est une fonction holomorphe en u donc on peut dériver de sorte que

2 d" it d" . o2
ez [H(t+u)]e ’xdt:vZWW H(iu—x)e2
R

du™

et pour v = 0, on obtient

2 . d" z? 5
R u=0

u

i.e. en tenant compte de la parité de H,

22

2
/ Hn(t)e_%e_mdt =V2mi"Hy,(x)e” =
R

d’ou m = /2mi"hy, (). O

Lecgons concernées

01 Espaces de fonctions. Exemples et applications

02 Exemples de parties denses et applications

10 Applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés. Exemples et applications
12 Méthodes hilbertiennes en dimension finie et infinie

13 Bases hilbertiennes. Exemples et applications

33 Espaces LP, 1 < p < 400

38 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications

39 Transformation de Fourier et produit de convolution
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DEVELOPPEMENT 5

DUAL DE L?([0,1],dz) POUR 1 <p <2

On considere un entier 1 < p < 2 et ¢ € N* tel que % + % =1.

Lemme. — Si f € L*([0,1],dx) alors f € LP([0,1],dx) et £, < £ 15

Démonstration. — Puisque 1 < p < 2, on a % > 1, soit 7 tel que %—}—% = 1. On applique alors I'inégalité
de Hélder a |f[” T 47 de sorte que

17 onlly < APz 0], < A7

i.e.

[ar<([ami) =
d’on f e LP et [[f]l, < [|f]l2- -
Proposition. — L’application g — Ty, ot T4( / f(z)g(x)dz, définit une isométrie linéaire de
L7 sur (LP)'.

Démonstration. — Si g € L1 et f € LP alors I'inégalité de Holder donne

To(H < Nlgllg 171,
done Ty € (LP)" et || Tyl < llgll,-

On considére u mesurable de module 1 telle que g = u|g| et on pose p =7 |g|q_1. Comme ¢ = p(q—1),

on a 1 1
—1
|z = / g/ VP = / 9]¢
0 0

[Ta (@I < NIl el

[ <imn ([ g\q)
= ([ \gw)l_’l’ ([ W)é ~ gl

Ainsi g — T, est une isométrie de L9 dans (LP)’.

d’ou ¢ € LP et il s’ensuit

i.e.

d’ou

Montrons que cette isométrie est surjective. Soit £ € (LP)’. D’apres le lemme, on a L? C LP donc on
peut considérer la restriction ¢ de ¢ & L?. Pour tout f € L?, on a

[T < el A1, < el [1F1]
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i.e. ¢ € (L?)'. Puisque L? est de Hilbert, il existe g € L? telle que
1
vie i) = [ rgans
0
Pour conclure, il reste a montrer que g € LY et que 'égalité précédente est vraie pour tout f € LP.

Comme plus haut, on note g = u|g| et, pour tout n > 1, on pose f, = U|g|q_1 jgj<ny de sorte que
f € L™ et a fortiori f € L?. On a

1
P
/Iglq Ugig1<ny = £(fn) < el 1 £ll, = 11211 </ g ]l{|g§n}>

1 11
( / |g|qn{g§n}) _ ( / |g|qn{g|§n}) < el

D’apres le théoreme de convergence monotone, on a

INTERY
i ([l e ) = ([ 1017)" =1l

donc g € L7 et [|g][, < [I€]|. Ainsi, on a

d’ou

Vf e L U(f) = Ty(f).

Les applications £ et T, sont continues sur L? or L? est dense dans LP donc

Vfe Ll Uf) =Ty(f)
i.e. £ ="1T,. ]

Lecons concernées

01 Espaces de fonctions. Exemples et applications

05 Espaces complets. Exemples et applications

10 Applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés. Exemples et applications
12 Méthodes hilbertiennes en dimension finie et infinie

33 Espaces LP, 1 < p < 400
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DEVELOPPEMENT 6

ETUDE NUMERIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Soit ¢, f € C(]0,1]), on cherche u € C*([0,1]) telle que

{ —u"(z) + e(x)u(z) = f(z) pour 0 <z <1
u(0) =0 et u(l)=0

On suppose en outre que ¢ > 0.

Soit N > 1 un entier et h = ﬁ, on définit un maillage uniforme de [0, 1] de pas h en posant x; = ih
pour 0 < i < N + 1. On cherche une approximation de la solution ¢ aux x; i.e. on cherche un vecteur

up, € RN voisin de (@(xz1), ..., o(zy)).

Si ¢ € C*([0,1]) alors la formule de Taylor-Lagrange appliquée en z; pour 1 <i < N donne

h2 h3 h4
plrisn) = p(@i) + h'(@i) + 59" (@) + 0@ (@) + 50 (@i + 0 h)
h? h? h*

o(ziz1) = o(xi) — h' (z;) + 5@”(%) - FSO(B) () + ﬁ%"w (zi +0; h)

o —1 <6 <0< <1,dou
h4
—p(@i1) + 20(@:) — p(@im1) = —h2 (@) — 57 (¢ (@i + 07 h) + ¢ D (ws +07h))

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on a
oW (@i + 0 h) + oW (2; + 07 h) = 20 (; + 6;h)
avec |0;| < 1, d’ou

—o(Tit1) + 2¢0(x;) — p(xi— h?
7@//(330 _ QD( 1+1) 802( l) 90( { 1) + 7()0(4)(1,1 +(91h)
h 12
Pour 1 <4 < N, on pose p; = p(x;), ¢; = c(x;) et fi = f(x;), le fait que ¢ soit solution du probléeme
s’exprime alors par (on utlise les conditions aux limites)

220 4oy = f1 — %90(4)(351 + 61h)

“OHIERPP | g = fi — oW (@i +6ih) 2<i<N -1
— 2

% +enon = v — BoeW(zy + Onh)

i.e. on a matriciellement
Apn = by +en(p)
ou

2+ c1h? -1
-1 2+ ch? —1

—1 2+cy_1h? -1
-1 2+CNh2
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[ fAi+a/h? ]
1 f2 32 e (21 + 01h)
Ph = , b= ) Eh(‘p) = _E
PN IN-1 (,0(4)(1‘]\[ —|-¢9Nh)
| v+ a/h? ]
Lemme. — Sic > 0 alors la matrice A;, est inversible et A,;l > 0.
Démonstration. — Notons que si v > 0 dés que Av > 0 alors A est inversible avec A~ > 0 (la réciproque

est vrai). En effet, si Az = 0 alors A(+x) > 0 donc +x > 0 i.e. x = 0 et A est donc inversible. Le j-&
vecteur colonne de A™1 est b= A7 le; (ol e; est le j-¢ vecteur de la base canonique) mais Ab = e; > 0
donc b > 0 et A~! est donc bien positive.
Soit v tel que Ajpv > 0, il s’agit de montrer que v > 0. Soit p tel que v, < v; pour tout 7. Si p = 1 alors
on a
0< (2—|—Clh )Ul—’Ug (1—|—Clh )’Ul,

si p= N alors on a

0< —vy_1+ (2+cxyhPoy < (1 + enh?oy
et si2<p< N —1alorsona

0 < —vp1+ (2+ cph®)vy —vpr1 < cph’vp.
On a donc le résultat voulu sauf si ¢; = 0 pour un indice 2 < ¢ < N — 1 mais dans ce cas on remarque ce

le raisonnement ci-dessus fonctionne avec Ay, + aldy pour tout a > 0, on obtient donc le résultat par
continuité de I’application a + (Ap + aldy) L O

On note uj, € R™ une solution du probléme matriciel associé et on suppose que ¢ > 0 et ¢ € C4([0, 1]).

h
o NP <4)H
Proposition. 1r<na<)](vluz o(x;)] < 96 Hap
Démonstration. — On a Appp, = by + en(p) et Apup, = by, d’ou
1 h?
on —up = A en(p) = —*A L™ (2 + Oih)i<i<n
et il en découle
1
o b =) = 55 17 o]
2 -1
-1 2 -1
On consideére la matrice A, = % qui correspond a ¢ = 0. D’apres le lemme,
-1 2 -1
-1 2

on a A,:l >0 et A;hl > 0; de plus, on a A, — Ay, = diag(cy,...,cn) > 0 dou
Al — A = AN (AL — Aon) A >0

et il s’ensuit (du fait de I’expression de la norme induite || ||,) que HA,:IH < ||4;, H d’ou
i b= o) < 5 458 ]
Sie=(1---1) € RV alors HA H = HA;h eHOO puisque Aghl > 0 mais Ao_hle est la solution du probleme

discret associé au probleme aux hmltes

—u"(z) =1, u(0) =u(1) =0
dont une solution est donnée par ¥ (x) = %x(l —x). Comme 9 est polynémiale de degré 3, on aej(10) =0
donc (A e); = v(x;) pour tout i et il s’ensuit que
43tel = s, o) < g 1906 = g
d’ou HA H et le résultat en découle. O

Sébastien Pellerm
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Lecgons concernées

18 Application des formules de Taylor et des développements limités

22 Exemples d’équations différentielles. Solutions exactes ou approchées

Référence

P. Ciarlet, Introduction a l’analyse numérique matricielle et a l'optimisation, Dunod, 1998.

Sébastien Pellerin






DEVELOPPEMENT 7

ETUDE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE ¢ + ¢(t)y =0

On considere I'équation différentielle (L) : y” + q(t)y = 0.

+oo
Proposition. — Siq: RT — R est continue et telle que / lq(t)| dt converge alors
0

(i) toute solution bornée y vérifie y' o~ 0,
o

(73) (L) admet des solutions non bornées.

+oo +oo
Démonstration. — On a / y"(t)dt = —/ q(t)y(t)dt or y est bornée et l'intégrale 0+°° lq(t)] dt
0 0

converge donc ¢y’ admet une limite en +00. Supposons que cette limite soit « # 0, alors 3/(t) ~ « en
+o0 donc [ y/(t)dt ~ [ adt i.e. y(x) ~ ax en +00 ce qui est absurde puisque y est bornée.

Soit (u,v) une base de solutions de (L). Si (L) n’admet que des solutions bornées alors v’ et v’ tendent
vers 0 en 400 donc le wronskien uv’ — u'v tend aussi vers 0. Le wronskien de deux solutions f, g de
y" 4+ p(t)y’ + q(t)y = 0 est donné par

wronskien(f, g)(t) = wronskien(f, g)(to) exp <_ /t t p(s)d8>

donc, dans le cas de (L), le wronskien de u et v est constant donc est nul (puisqu’il tend vers 0). C’est
absurde puisque u et v forment une base de solutions donc (L) a des solutions bornées. O

Proposition. — Si ¢ : RT — R est de classe C', strictement positive et croissante alors toutes les
solutions de (L) sont bornées sur R .

Démonstration. — Soit y une solution de (L) sur R*, on a 2y'y” 4+ 2¢(t)y(t)y/(t) = 0 d’olt en intégrant

>0,y (1)2 - (0)2 42 / 4(8)y(s)y (s)ds = 0
0

puis en intégrant par parties, il vient
t

vt >0, y'(t)° +qa(t)y(t)* = y'(0)° + q(0)y(0)* + /0 ¢(s)y(s)*ds

d’ott (en notant K = 3/(0) + ¢(0)y(0)?)
"q(s)

vz 0L a2 <K+ [0S gyt
0 q(s)
D’apres le lemme de Gronwall, on a
t

q'(s) q(t)

VtZO,qtthSKeXp</ ds)—K

E)y () 0o 4(s) q(0)
i.e. y(t)? < % pour tout t > 0. O
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Proposition. — Si g : R — R est continue et strictement négative sur R alors

(1) la fonction nulle est la seule solution réelle bornée sur R,

(i) une solution non nulle s’annule au plus une fois.

Démonstration. — Soit f une solution de (L) sur R, on pose z = f2, alors 2" = 2ff" + (f')? i.e. on a
" =2q(t)f? + (f")? donc 2" > 0 et il en résulte que la fonction z est convexe. Il y a deux cas possibles :

— Si z est constante alors f est constante donc nulle.

— Sinon, il existe ¢ty € R tel que 2/(tg) # 0 or z est convexe donc sa courbe représentative est au-dessus
de sa tangente en tg i.e. z(t) > z(tg) + 2'(to)(t — to) ; selon le signe de 2/(tg), 2(t) tend donc vers +oo
en +oo. Donc f n’est pas bornée.

Si f est une solution qui s’annule en deux points #; et ty (avec t; < to) alors z = f? aussi mais z est

convexe positive donc z(t) = 0 sur [t1, 2] et le théoreme de Cauchy-Lipschtitz implique que z(t) = 0

pour tout . Ainsi, une solution qui s’annule en deux points est identiquement nulle. O
Proposition. — Si ¢ : [a,b] — R est continue et si (L) admet une solution y nulle en a et b et > 0
4
sur ]a, b[ alors / lg(t)|dt > ——.
a b—a
Démonstration. — Puisque y est continue sur [a, b] il existe ¢ € [a, b] tel que y(c) soit maximal. Comme
y(a) = y(b) =0 et y(t) > 0 sur |a,b[, on a ¢ €a, Pourtousa<a<ﬁ<b on a

/b|q<t>\dt=/ ]Z((] >/\" (Ot~ 11(6) /(@)

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe a €|a, c| et 3 G]c b tels que

y(c) —yla) _ y() —yle) _
LI ey e MM )
donc )
L |y(®) —y(c)  ylc) —yla) 1 1
t)| dt — = .
/|q()| ~ y(c) b—c c—a b—c c¢c—a
Or la fonction ¢ +— ;= + ﬁ atteint son minimum pour ¢ = “+b et vaut alors b4 O

Lecons concernées

20 Equations différentielles X’ = f (t, X); exemples d’études qualitatives de solutions
21 Equations différentielles linéaires. Exemples

22 Exemples d’équations différentielles. Solutions exactes ou approchées
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DEVELOPPEMENT 8

ENVELOPPE CONVEXE DU GROUPE ORTHOGONAL

On considere espace My, (R) muni de la norme || ||2 induite par la norme euclidienne de R™.

Lemme. — Les formes linéaires sur M,,(K) sont les applications
M, (K) =K, M +— Tr (AM) ou A€ M,(K).

Démonstration. — On consideére le morphisme f : M, (K) — M, (K)', A — f4q ot fa(M) = Tr (AM).
Il s’agit de montrer que f est un isomorphisme i.e. (puisque dim M,,(K) = dim M,,(K)") de montrer
que f est injective. Si A = (a; ;) est telle que f4 = 0 alors, pour tous 1 <i,5 <mn, on a

0= fa(Ei;) =Tr (AE; ;)

mais
n n
AFE; ; = Z ap B B j = Z a0 B iy = Zak,iEk,z’Ei,j = Zak,iEk,j

1<k,I<n 1<k,I<n k=1 k=1

d’ou
n n n
0="Tr (AEZ',]‘) =Tr ZakﬂEk,j = Zak,iTr (EkJ) = Zamékj = Ay,
k=1 k=1 k=1

.e. A=0. O
Théoréme. — L’enveloppe convere de O(n) dans M, (R) est la boule unité.
Démonstration. — 1l est clair que By, (k) contient I’enveloppe convexe de O(n), on considere donc une

matrice M € M, (K) telle que ||M||2 < 1. D’aprés un corollaire du théoreme de Hahn-Banach, pour
montrer que M est dans I'enveloppe convexe de O(n), il suffit de montrer que

o(M) < sup ¢(O)
0€eO(n)

pour toute forme linéaire ¢ sur M, (K). D’apres le lemme, cela revient & montrer que

Tr (AM) < sup Tr (A0), YA € M, (K).
0e0(n)
On considére une décomposition polaire A = QS de A (i.e. Q est orthogonale et S est symétrique
positive) et une base orthonormale (eq,...,e,) de R™ formée de vecteurs propres de S, alors
n
sup Tr (AO) > Tr (AQ™") =Tr (@ 'A) =Tr (S) =) _|Seil, -
0€e0O(n) i—1

D’autre part, on a
n n

Tr (AM) =Tr (MA) =) (MAej,e;) = > (Aei, M*e;)
=1 =1
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d’ou d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n n
Tr (AM) < ) |l Aeilly [|M eilly < [l Aeslly 1Mz lleill -
i=1 i=1

Mais [|M||2 < 1 implique que [[M*||2 < 1 et la base (ey,...,e,) est orthonormale donc

Tr (AM) <) || Aeilly < D [19Seilly = Y [1Seill
i=1 i=1 i=1

et on a finalement bien Tr (AM) < sup Tr (AO). O
0€0(n)

On rappelle quun élément U de B est dit extremal si toute écriture du type U = %(V + W) avec
V,W € B implique U =V =W.

Théoréme. — O(n) est l'ensemble des points extrémauz de la boule unité. ‘
Démonstration. — Notons tout d’abord que si ||U|| < 1 alors U n’est pas extrémal ; en effet, si U = 0
alors U = $(I+ (—1)) et si U # 0 alors U = § <mU+ (2 — m)U)

D’autre part, tout élément U € O(n) est extrémal; en effet, écrivons U = %(V + W) alors, pour tout
z €R" ona2Ux=Vx+ Wz dou

2 2 2 2 2 2 2 2
4z)|* = 1202|” = [Va|® + [Wal|* + 2(Va, Wa) < VI |21 + W I 21+ IVII Iz < 4)z]
ce qui implique que les inégalités ci-dessus sont en fait des égalités i.e. on a

[Val| =zl , Wz = llzl| et (Va,Wz) = |[Va| [|[Wzl|;

la derniere égalité implique que Vx et Wx sont positivement liés et le deux premieres montrent donc
qu'on a en fait Vo =Wz, dou U =V =W.

Soit A un élément extrémal de la boule unité, on en considére une décomposition polaire A = SO, ce
qui peut aussi s’écrire

di
A= "QDQO ou D=
dn
et Q,0 € O(n) et A\1,..., A\, > 0. D’autre part on a ||A|| = ||D|| = sup d; donc 0 < d; < 1 pour tout
1<i<n
1. Supposons que 1'un des d; soit non nul, par exemple d; # 0, et posons
1 2d; —1
d2 d2
Dy = . et Dy =
dn, dn

puis V = 'QD1QO et W = 'QDsQO alors V. # W, |[V|| = |ID1| < 1, W] = [|Dof| < 1 et
A= %(U + W) ce qui contredit le caracteére extrémal de A. Par conséquent, tous les d; sont nuls
i.e. A= Q00 =0 € O(n). O]

Lecon concernée

10 Applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés. Exemples et applications.
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Compléments

Applications de la caractérisation du dual de M,,(K). —
On a vu que les formes linéaires sur M,,(K) sont les applications

Mu(K) - K, M — Tr (AM) ou A e M,(K).

Proposition. — Si f est une forme linéaire sur M, (K) telle que f(MN) = f(NM) pour tous M, N
de M, (K) alors il existe A € K tel que f = \Tr .

Démonstration. — Soit A € M, (K) telle que f(M) = Tr (AM) pour tout M € M, (K); I'hypothese
s’écrit donc Tr (AMN) = Tr (AN M), pour tous M, N € M, (K), i.e. Tr ((AM —MA)N) = 0. Puisque,
pour M fixée, la forme linéaire N +— Tr ((AM — M A)N) est nulle, c’est donc que AM = MA. Ainsi,
A commute avec toute matrice M € M, (K) or le centre de M,,(K) est composé des homothéties donc
A = Al et il s’ensuit que f = \Tr . O

Remarque. — Le fait que le centre de M, (K) soit composé des homothéties peut se montrer de la
facon suivante : A = (a;,;);,; commute avec la matrice £; ; de la base canonique alors

n n
Z ayi By ; = Z ap By Fij = AE; j = F; jA = Z ap B j By = Z a; 1B
k=1 1<k i<n 1<k i<n =1

d'ott ar; = 0 pour k # i et a;; = aj;.

Remarque. — On peut donner une preuve directe de la proposition. Soit 1 < i,j < n avec ¢ # j, on a
[(Eij) = f(EiiEij) = f(EijEi;) = f(0) =0 et f(Ei;) = f(EijE;:) = f(Ejili;) = f(Ej;)-

Si on note A la valeur commune des f(F;;), on vérifie que les formes linéaires f et ATr coincident sur
une base de M,,(K) donc sont égales.

Proposition. — GL,,(K) coupe tout hyperplan de M, (K).

Démonstration. — Un hyperplan de M,,(K) est le noyau d’une forme linéaire M — Tr (AM) donc
il s’agit de trouver M inversible telle que Tr (AM) = 0. Notons r le rang de A alors il existe P,Q
inversibles telles que

0 0

or Tr (AM) = Tr (P71J,Q7 M) = Tr (J,Q 'MP™!) i.e. il s’agit de trouver N inversible telle que
Tr (J;N) =0 (on pose alors M = QNP). On considere la matrice de permutation

0 1
vl

qui est bien inversible et telle que J,.N soit de diagonale nulle. 0

PAQ:[IT 0]::JT

Proposition. — Soit A, B € M,,(K), on a équivalence entre
(2) il existe M € My,(K) telle que AM + MA =B
(73) pour tout C' € M,(K) telle que AC +CA =0, on aTr (BC)=0

Sébastien Pellerin



32 ENVELOPPE CONVEXE DU GROUPE ORTHOGONAL

Démonstration. — (i) = (ii) Si C € M, (K) vérifie AC + CA = 0 alors
Tr (BC) =Tr ((AM + MA)C) =Tr (AMC) +Tr (MAC) =Tr (CAM) + Tr (ACM)
i.e. Tr (BC)=Tr (CA+ AC)M) =
(73) = (i) On considere ’endomorphisme f : M, (K) — M,,(K), M — AM + M A, il s’agit de montrer
que B € Im f. L’application T : C + T, ou Te(M) = Tr (CM), définit un isomorphisme de M,,(K)
sur son dual et la condition (ii) signifie que To(B) = 0 dés que C € ker f i.e.
€ (T'(ker f))° ={N € M,(K) ; Vo € T'(ker f),o(N) = 0}.
Mais la premiere implication donne Im f C (T'(ker f))° or (puisque T est un isomorphisme)
dim(7T (ker f))° = dim M,,(K) — dim T'(ker f) = dim M,,(K) — dimker f = dimIm f
d’ou B € Im f. O

Preuve du théoréme de Hahn-Banach et de ses corollaires. —

Théoréeme de Hahn-Banach. — Soit E un espace vectoriel normé, M un sous-espace de E et A un
ouvert conveze non vide de E tel que M N A = (). Alors il existe un hyperplan linéaire fermé H de E
tel que M C H et HN A = (.

Démonstration. — Notons F ’ensemble des sous-espaces N de E qui contiennent M et n’intersectent
pas A, on ordonne F par inclusion de sorte que ce soit un ensemble inductif, alors le lemme de Zorn
donne un élément maximal H ; on pose alors

O=H+|Jrx=J <h+U/\A>

A>0 heH A>0
qui est un ouvert de F.
e Ona QN (—Q) =0. En effet, sinon il existe x = hy + A1a; = hy — Agag avec hy,ho € H, A\, Ay > 0 et
ai,as € A; on peut alors écrire
Al A2 1

VIS AL VIFID VL W
alors que cet élément appartient & A par convexité, c’eest impossible puisque H N A = (.
e Ona £ = HUQU(-Q). En effet, sinon on considére z € E'\ (HUQU(—)) puis on pose H=H®Rx
alors H C H donc, par maximalité de H, on doit avoir HNA # () i.e. il existe x € H et X\ # 0 tels que
y—h—i—)\xEHﬂA Mais comme y € A, on a

(hl—hg) cH

1 1
= —~h+-yeQU(-Q
x 3 +)\y€ (—Q)

ce qui contredit le choix de z.

e Ona HN(QU(—=Q)) = 0. En effet, puisque H coupe {2 si et seulement si H coupe (—£), il suffit de
montrer que H N Q = (), on suppose donc qu’il existe z = h + Aa dans H on h€ H, A > 0 et a € A,
alors a = 3 (z — h) € AN H ce qui est impossible.

e Puisque Q est ouvert et H = E'\ (QU (—Q)), H est fermé dans E.
e Enfin, H est un hyperplan linéaire. En effet, considérons un élément x non nul dans Q \ H et posons
H=H @ Rz. Si H # E alors il existe y € (—Q) tel que y ¢ H (on peut prendre y dans (—£2) puisque
(=) C H implique Q C H) et on consideére alors I'application

f:0,1] = E t—tx+ (1 —1t)y.
Ona0e f (- etlef 1) orf1(-Q) et f~1(Q) sont deux ouverts non vides du connexe [0, 1]
qui sont disjoints puisque QN (=) = 0, il sensuit que f~H(—Q) U f71(=Q) S [0,1]. Ainsi, il existe
t €]0,1] tel que f(t) € H i.e.

y:%(f(t)—tx)eH@Rx:ﬁ
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ce qui est impossible par choix de y. On a donc H & Rz = H=FEie H estun hyperplan. ]

Corollaire. — Soit E un R-espace vectoriel normé, F' un conveze fermé de E et C' un convexe compact
de E tels que FNC = . Alors il existe une forme linéaire continue ¢ telle que :

su x) < inf )
wegw() yerO(y)

Démonstration. — On pose G = F' — C, alors G est fermé et ne contient pas 0. En effet, 0 ¢ G puisque
FNC =0 et considérons deux suites (), et (yn)n respectivement dans F et C telles que la suite
(zn)n, OU 2y, = Xy, — Yp, converge vers z € E. Puisque C est compact, il existe 1) : N — N strictement
croissante telle que la suite (yw(n))n converge vers y € C. Notons z = y + z alors

lim @) = lim (y¢(n) + Zw(n)) =y+z=ux.

n—-400 n—-+o00

Or F est fermé donc z € F ie. z = x—y € F — C = G. En particulier, il existe » > 0 tel que
B(0,7) NG = 0.

On pose A =G+ B(0,7) = G —B(0,r), alors 0 ¢ A et il existe une forme linéaire continue ¢ : £ — R
telle que p(z) > 0 pour tout z € A. En effet, on a 0 ¢ A et puisque A est un ouvert convexe, on pose
M = {0} et on applique le théoreme de Hahn-Banach géométrique donc il existe un hyperplan fermé H
tel que H N A = (). En écrivant H = ker ¢ avec ¢ : E — R linéaire, on voit que ¢ est continue. Comme
keroNA=10,ona0¢p(A) avec p(A) convexe dans R donc ¢(A) est un intervalle et on a donc soit
w(A) CJ0, 400, soit p(A) C] — o0, 0[; quitte a prendre —¢ au lieu de ¢, on a bien ¢(z) > 0 pour tout
z € A.

On a alors m = ing ¢(z) > 0. En effet, supposons que m = 0, alors il existe une suite (x,), dans G
Te

telle que la suite (p(xy,)), tende vers 0. Puisque ¢ est non nulle, il existe v € B(0,7) tel que p(u) # 0.
On pose

el
p(u)
alors on a ||v|| = |ju|| donc v € B(0,r). Comme z, + v € G+ B(0,7) = A, on a

0 < p(zn +v) = p(Tn) + @(v) = ©(n) — |(u)]
d’ott
0 <lp(u)] < plzn) ———0

ce qui est impossible. On a donc bien m > 0.

Considérons maintenant z € C' et y € F, alors y —z € G d’ou ¢(y) — ¢(x) > m donc

Vy € F, sup ¢(z) < sup (m + ¢(z)) <m+ ¢(y)
zeC zeC

d’ou
sup p(x) < m inf < inf .
xecw( ) ychp(y) yerO(y)
O
Corollaire. — Soit E un espace vectoriel normé et A une partie compacte de E. Alors © € E est

adhérent a 'enveloppe convexe de A si et seulement si pour tout ¢ € E', on a

p(x) < supp(y).
yeA
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Démonstration. — On pose F' = {x} et on note C' 'adhérence de I’enveloppe convexe de A, alors F est
un convexe fermé et C' est un convexe compact (d’apres le théoreme de Caratheodory). Si z ¢ F alors
CNF =0 avec C convexe compact et F' convexe fermé donc le corollaire précédent donne une forme
linéaire @ telle que

sup ¢(y) < inf @(y) i.e. supp(y) < ().

yeC yeF yeC
Réciproquement, si x € C' alors il existe (), dans enveloppe convexe de A tendant vers z, on a donc
o(x,) < sup ¢(y) pour tout ¢ € E’ et tout n, d’out p(x) < sup ¢(y) par continuité de ¢. O
yeC yeC

Une caractérisation géométrique de SO(n) dans SL,(R). —

Proposition. — On a d2(0,SL,(R)) = y grif ® M|, = V/n et le lieu de SL,(R) ot cette distance
€SLn

est atteinte est exactement SO(n).
Démonstration. — On considere les applications f et ¢ de M,,(R) dans R définies pour M = (m; ;) par
(M) =detM —1 et g(M)=|M|3= > m;=Tr("MM).
1<i,j<n
Il s’agit de deux fonctions de classe C* puisque ce sont des fonctions polynomiales en les n? variables

réelles m; ;. De plus, on a 68‘1 (M) = 2my j pour tous i, j, i.e. Vq(M) = 2M. Si M; ; désigne le cofacteur

M, j

n
de m; ; alors det M = Zmivaivj mais M; ; ne dépend pas de la variable m; ; d’ou %(M) = M, ;
j=1 ’
donc V f(M) est la comatrice Com(M) de M. On souhaite minimiser I’expression ¢(M ) sous la contrainte
f(M) =0 (ce minimum existe bien puisque SL,(R) est un fermé de M, (R)); on rappelle le théoreme

des extrema liés :

Lemme. — SoitU un ouvert de RN etu,v:U — RY de classe C! telles que V = {x € U;v(x) = 0} # 0,
upy a un extremum local en a €V et Vu(a) # 0. Alors il existe A € R tel que Vu(a) = AVv(a).

Si infaresr, ) |M ||, est atteint en A € SL,(R) alors il existe un réel u tel que A = pCom(A) or
det A = detCom(A) = 1 don p = 1. Or A7! = 'Com(A) donc ‘AA =T ie A € O(n) don
A € SO(n). Réciproquement, si A € SO(n) alors on a g(A) = n. O

Distance au groupe orthogonal. —
Proposition. — Pour tout M € M,(R), on a d(M,O(n)) = ||V tMM —I||2.

Démonstration. — Notons tout d’abord que si S et T sont symétriques positives et si ( , ) désigne
le produit scalaire euclidien sur M, (R) alors (S,T) > 0. Par densité, il suffit de vérifie cela pour T
symétrique définie positive; on note v/T 'unique racine carré de T alors R = v/T'SV/T est symétrique
positive et on a (S,T) = Tr (ST) = Tr (\/TST\/T_I) =Tr (R) > 0.

On considere Paction de O(n) x O(n) sur M, (R) donnée par (Q1,Q) * M = QMQ;" alors on a
|(821,9Q2) % M|, = ||M]], donc tous les points d’une méme orbite sont & la méme distance de O(n).
Soit M = SO une décomposition polaire de M, alors il existe 2 € O(n) telle que S = QD avec D
diagonale a coeflicients positifs; il s’ensuit que D est dans 'orbite de M or on a

1D —1|, = || ‘2D —DQ|, = || ‘2D 1|, = |15 — 1|}, = H\/MtM - 1”2
donc il reste & montrer que || D — I||, est la distance de D a O(n).

Soit U € O(n) et & := ||D — U||5 — || D — 1||3, montrons que § > 0. En développant, on obtient

1
§=2(1-U,D)=2(I-E,D) oi E= §(U+t U).
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Si || [l2 est la norme induite sur M, (R) par la norme || ||, de R™ alors ||U||2 = 1 donc [|E|[2 < 1 et il
s’ensuit que la matrice symétrique I — F est positive puisque

(I-E)X, X) = X5~ (EX,X) > [IX[l3 (1~ IIE]l2) > 0.

D’apres la remarque préliminaire, on a donc 6 = 2(I — E, D) > 0. O

Références

M. Alessandri, Thémes de géométrie. Groupes en situation géométrigue, Dunod, 1999.
S. Francinou, H. Gianella et S. Nicolas, Orauz X-ENS, algébre 1, Cassini, 2001.
H. Queftélec et C. Zuily, Eléments d’analyse pour l’agrégation, Dunod, 2002.

Sébastien Pellerin






DEVELOPPEMENT 9

EQUATIONS DIOPHANTIENNES ET SERIES GENERATRICES

Exemple. — Le nombre de solutions (z,y, 2z) € N3 de I'équation x + 2y + 3z = n est

(4 1Dn+5) 17 (1) 2 2w
(n) = 12 s T3

Démonstration. — Pour [t| < 1, on effectue les développements en série entiére suivants :

1 XK 1 X 1 X

— =) ¢ =) % et =) ¢*

DR S 5
k=0 k=0 k=0

de sorte que

1 _ = k = 2k = 3k _ d _ d
(1—t)1—2)(1—13) (;f) (kzot > (kzot —Z Z t —Zp(d)t :

a>0 n+2m+3p=d d>0
0

n,m,p>

On décompose cette fraction en éléments simples
1 B 1 N 1 N 17 N 1 n 1 n 1
(1—t)(1—t2)(1—13)  6(1—1t)3 4(1—1t)2  72(1—t) 81 +1t) 91 —jt) 9(1—j52t)

En dérivant la série géométrique, il vient

1_+f(/<;+1)t’f ot — —fl(k+2)(k+1)tk
(1—t)2 s (1—t)3 £ 2

d’oul en remplagant plus haut

= — k 2imk 2imk
(1—t)(1—1t2)(1—t3): (112(/<+2)(k+1>+i(k+1)+g+( g +£1)(63—|—e_3))tk.

k=0
(k+1)(k+5) 17 (=% 2 2ir
t donc, tout k>0, p(k) = ———" =7 4 —° Z cos =, O
et on a donc, pour tout k > 0, p(k) 1 —1-72—1- 3 +gcos3
On considere des entiers naturels non nuls a1, ..., a;, premiers dans leur ensemble et, pour tout n € N,
on note Sy, le nombre de solutions (ny,...,n,) € NP de I'équation
aing + - apnp = n.
1 np1

Proposition. — S5, ~

ap---op (p—1)!
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Démonstration. — On a

~+00 p D 1
_ n __ oapng
Py =3 S =12 = =1l1==

n=0 ¢=1ngeN =1
et toutes ces séries entieres admettent 1 pour rayon de convergence. La fraction rationnelle F'(z) a pour
poles les racines aj de I'unité pour £ = 1,...,p. En outre, le pole z = 1 est d’ordre p alors que tous les
autres sont d’ordre < p (puisque les «; sont premiers dans leur ensemble). La décomposition en éléments
simples de F' s’écrit donc sous la forme

F(z)= (1Az)p + G(2)

al.w ap—1,w
+ e

—————7 avec les w racines de 'unité et
w—2z (w—2z)P~

ou G(z) est une somme finie de termes du type

les ay ., € C. Pour trouver A, on écrit

1 1
1_ pF —
( Z) (Z) 1+Z+"'+2a1_1 1+Z+...+zap_1

1
puis on fait tendre z vers 1 d’'ou A = —— . Par ailleurs en dérivant k fois, il vient
al .. ap

+oo
11 (s+k—1)! _ 4,
(w—z)k_(k—l)!;() s 07

et (puisque |w| = 1) le coefficient en 2" dans cette série est un O(s*~1). D’autre part, on a

1 1 XR(s+k-1 1 = .
(1—z)p:(p—1)!s§ ! Z:MSZ:;(SH)“-(SH)—DZ

don L (4D (ntp—1)
B nA41)-(n+p— -

d’ou
1 np—1

ap--ap (p—1)1

Sy ~

Lecon concernée

24a Comportement asymptotique des suites numériques. Exemples
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On dit qu’une suite (x,,), de [0, 1] est équirépartie si, pour tous 0 < a < b < 1, 0n a

DEVELOPPEMENT 10

SUITES EQUIREPARTIES

—N(a,b,n) ——b—a

n—-+00
ou N(a,b,n) = card{m <n ;a < z,,, < b}.
Proposition. — Soit (z,), une suite de [0, 1] alors on a équivalence entre :
(1) (zp)n est équirépartie modulo 1
(i) / f(x)dx = lim —Zf(:nk) pour toute fonction 1-périodique continue f,
n——+oo N 1

(7i1) Z XMk — o(n) pour tout m € Z non nul

Démonstration. — On pose

Sulf) = 3 F )
k=1

(7) = (77) | Considérons tout d’abord une fonction en escalier n sur [0,1] i.e. il existe une partition

O=agy<ay<---<ap=1letcy,...

1 n 1 m m
EZn(:Bk) = chN(aj_l,aj,n) —Zn(aj)N(aj,aj,n)
k=1 j=1 =0

La suite (z,), est équirépartie donc %N(aj_l, aj,n) tend vers a; — aj_; d’out

m

,cm € R tels que n(z) = ¢; pour aj—1 < x < a;, alors

. 1
RN SUEIIES SETIRIRED S A] RN R ORt)

7j=1

1 m 1
:/ 277 aj [nglfoo nN(aj,(Ij,n):| :

Mais pour tout a € [0, 1] et tout £ > 0, on a

1 1
0 < —N(a,a,n) < —N(a,a+e,n) —— ¢
n n

donc N(a,a,n) = o(n) et il s’ensuit que

Considérons maintenant une fonction f Rlemann—mtegrable. Pour tout € > 0 il existe ¢ et ¥ en escalier
sur [0, 1] telles que ¢ < f < ) et fol(w(:r) —@(z))dr < e donc Sy (@) < Sp(f) < Su(

et

fol /- fol w‘ < e or S,(p) et S,(1) tendent respectivement vers fol o(x)dx et fo

tend bien vers fol f(x)dx quand n tend vers l'infini.

’fol f= fol ¥

x)dz donc S,(f)

<e€
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(73) = (i) | Fixons = € [0, 1] et considérons la fonction ¢ valant 0 sur [0,z[ et 1 sur [z, 1]. Pour tout

£ >0 (et tel que z +¢ < 1), on considere la fonction ¢ — ¢ (t) valant 0 sur [0, z[, ©=% sur [z,z +e[et 1
sur [x 4 €, 1] : il s’agit d’une fonction continue donc Sy, (p.) tend vers

1 r+e 1 € 1 2
t_
/goe(t)dt:/ xdt—l—/ dt:/udu+/ dt:i—i-l—(a:—ks):l—x—i.
0 T € r+e 0o € T+e 2e 2

Or . < ¢ donc Sp(p:) < Sn(p) pour tout entier n, il s’ensuit que limJirnf Sn(p) >1—ux.
n—-roo

De méme pour tout € > 0, on considére la fonction ¢ — 1 (t) valant 0 sur [0,z — €],
et 1 sur [z,1] : il s’agit d’une fonction continue donc S, () tend vers

x 2
/ws t)dt = / i“dwr/ dt = / du—l—/ dt = i+1—x—1—x+f
xr— xr

€
Or 9. > ¢ donc S, (1) > Sp(p) pour tout entier n, il s’ensuit que limsup S, (¢) < 1 — z.

n—-+o0o

=2t sur [ — e, o

Par conséquent on a
1
lim S,(p )—1—1':/ (t)dt
n——+00 0

et ce résultat s’applique pour X[, car c’est une combinaison linéaire de fonctions du type ¢.

2immax

(73) = (i13) | C’est clair puisque les e,, : R — C,z — e sont continues.

n . n .
(i) = (ii) | Pour tout m # 0, on a Y. e*™™% = o(n) i.e. Sp(em) = = Y. e*™7 tend vers 0 donc
k=0 k=0
Sy (em) tend vers fol em(z)dz. Pour m = 0, on a S,(ep) =1 et fol eo(z)dr =
vers fol T'(x)dx pour tout polynéme trigonométrique 7'
Considérons f continue et € > 0 alors, d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe un polynoéme trigo-
nométrique T tel que | T — f||, < e d'ou|T'({zr}) — f({zk})| < € pour tout k, puis |S,(T) — Sp(f)| < e.

On a donc pour tout entier n
S, (T) — / )ds| + / T(2) — f(2)) da

- /01 f(z)dzx 1
Sn(T)—/O T(x)dx

or S, (T') tend vers fo z)dx donc S, (f) tend vers fol f(x)dz. O

. Par linéarité, S,,(T") tend

< 1S (f) = Sn(T)] +

<2+

Lecons concernées

02 Exemples de parties denses et applications
09 Utilisation de la dénombrabilité en analyse et en probabilités
23 Convergence des suites numériques. Exemples et applications
24a Comportement asymptotique des suites numériques. Exemples
24b Rapidité de convergence d’un suite. Exemples
32 Intégrale d’une fonction d’une variable réelle. Suites de fonctions intégrables

36 Problemes de convergence ou de divergence d’un intégrale sur un intervalle de R

Références

A. Chambert-Loir, S. Fermigier et V. Maillot, Ezercices d’analyse 1, Masson, 2¢ éd., 1997.

E. Leichtnam, Fzxercices corrigés de mathématiques posés a l'oral des concours de Polytechnique et des E.N.S.,
Tome d’analyse, Ellipses, 2000.

Sébastien Pellerin



DEVELOPPEMENT 11

EXERCICES SUR LES SERIES

Proposition. — Soit f de classe C* sur [0, +o0] telle que f0+°o |f/(x)] dx converge. Alors la suite

n

n+1
o =S (k) /0 f()ds

k=0

+00
converge donc Y f(n) et 0+OO f(z)dz ont méme nature.
n=0

Démonstration. — Si vy = f(k) — f:“ f(z)dx alors a, = > f(k) — > fkkH f(z)dzr = Y v d’olt en
k=0 k=0 k=0
intégrant par parties

k+1 k+1
ok = F(k) — (@ — (b + D) F@)[E + /k (& — (k + 1)) f(z)de = /k (2 — (k+ 1)) f(2)de

k+1 k+1
donc |vg| < / |lx — k — 1| ’f/(x)‘ dzx < / !f’(a:)’ dzx i.e. la suite (ay ), converge. O
k k
ivn
Exemple. — La série Z € converge.
n
v G
En effet, posons u, = % — et f(z) = alors f'(x) = O(z=3/2) donc [ |f’| converge et on en déduit

que la série ) u, a la méme nature que l'intégrale ffoo f(x)dx. Or flA eifdm =2 fl\/z %du pour tout

A > 1 et cette intégrale converge quand A — +oo d’apres la regle d’Abel ; sinon, on peut aussi écrire

VA giu piu VA VA iu VA i VA giu
Cdu= | C =% € 4
/1 u [z’u]l +/1 uz ™ ivA Z'—i_/l ™

iU
u2

eiVA 1 )
VA < 7a tend vers 0 quand A — 400 et d’autre part

converge quand A — +oo et, finalement ffroo %du converge bien.

or

= O(57) donc I'intégrale fl\/z %du

Proposition (formule des trapeézes). — Soit f de classe C? sur [a,a + 1], alors
a+1 1 1 a+1
[ t@is = @+ far )= [ - aar - 07 0

Application. — Il existe une constante K > 0 telle que n! ~ Ke "n"t3.
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On a log(n!) Z log(k) et d’apres la proposition

z—k)(k+1—x)

T2

dzx

k+1 1 1R
/k log(z)dz = 3 (log(k) + log(k + 1)) + 3 /k

d’ol1 en sommant pour 1 <k <n-—1

L )(k + 1—x)
log(z)dz = log(k) — = log / dx
| > >

or
/ log(z)dz = [zlog(x) — z]{ = nlog(n) —n+1
1
donc
1 MLz — k) (k41 —x)
1 —n+1=log(n!) — =1 ks
nlog(n) —n+ og(n!) 5 og(n) + 5 ;/k - dx
1.e. .
1 Le [l (z—k)(k+1-2)
1 — - _ — =
log(n!) = (n+ 2) log(n) —n+1 5 ;/k 3 dx.

k+1 (x—k)(k+1—x)
22

1 - (o
On pose vy = [ dz alors |vg| < |, kk+ I%da: donc la série de terme général vy converge et

on a
1-3 Ji):o”k
nl ~n"Teme D
Application. — Si —1 < Re s < 0 alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
”il i B nl—s n=*s (1)
ks 1—s 2 '
k=1
On applique la proposition a f(t) = ¢t~ sur [k, k + 1] de sorte que
Mlae  1/1 1 1 Rt s(s+1)
— ===+ —-= t—k)k+1—t)—==dt
/k 2 k5+(k+1)5> Q/k (E=k)k+1-0=5
d’out ) .
At 1« ( 1 1 > -«
- D
1t 2 P ks~ (kE+1)s P
D) M-k (k+1-
oﬂukzs(sg_)/k (t= )ier—; )dt. Or -1 <Res<O0et ) |ugl < oo donc
L A | = =
/1168: R (Z“k_zu’“
k=1 k=1 k=n
d’ou )
n— _ +oo 1— _
1 “dt n”*® n—% n*
il - _ = — 1).
st L 9 +C+Zuk 1_s 9 (1)
k=1 k=n

Lecons concernées

29 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries
numériques. Exemples

30 Tlustrer par des exemples et des contre-exemples la théorie des séries numriques
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THEOREME DES EXTREMA LIES

Proposition. — Soit f,g1,...,9, : U — R de classe C* ot U est un ouvert de R™, on note
F={zelU; gi(x)=---=g,(x) =0}.
St fir admet un extremum en a € I el si dgi,, .. .,dgr, sont linéairement indépendantes, alors il existe

AL, A € R tels que

dfa = )ngla + ...+ /\rdgra-

Démonstration. — On note s = n — r et on identifie R™ & R® x R" 4.e. on note les éléments de R™ sous
la forme (z1,...,2s,91,...,Yr) et on pose a = (a, 3). Notons que le résultat est trivial pour r = n, on
suppose donc désormais r < n — 1. Le fait que dgi,, ..., dg,, soient linéairement indépendantes signifie
que la matrice

0, 0, ) 0

@ o P P@ - e

ogr O (\  Ogr dgr

agg,;l (a) .- ags (a) ;ij,’l(a) aZT (a)

39 : (a)) est inversible.
Yi 1<4,j<n

est de rang r i.e. (quitte & changer le nom des variables) la sous-matrice (

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert U’ de a dans R®, un voisinage
ouvert Q de a = (o, 8) dans R™ et une application ¢ : U’ — R" de classe C! tels que (en notant
g = (917-~-ag7“))

(9@y) =0, zeU’, (z,y) €Q) < y=p(z)
i.e. , sur un voisinage de a, les éléments de I' = {z;¢(z) = 0} s’écrivent (z,¢(x)). On pose ¥(z) =
(x,p(x)) et h(z) = f((x)) alors (puisque ¢(a) = a et ¢(z) € I') h admet un extremum local en «; il
s’ensuit que les dérivées partielles de h en « sont toutes nulles d’ou (en notant ¢ = (¢1,...,¢r))

of
o0x;

of [ 0y;
@+ 8%()8@; 0) =0

et pour tout k

3gk agk 890]
Z 8y] 8331 (@) =0

donc dans la matrice suivante

0 2] 2] 2]

g%l(a) s gfs (a) gfl (@) - gyfr (a)

gr(a) - Fh(a) Fh(a) - Fl(a)

dgr dgr (N Ogr dar.

8:31 (a) - af;s (a) 8331 (@) - azg,,, (a)
les s premieres colonnes s’expriment comme combinaison linéaire des r dernieres donc cette matrice est
de rang au plus r. Il s’ensuit que les r + 1 lignes sont liées i.e. il existe pg, 1, ..., 4 € R tels que

podfa + p1dgig + ... + prdgr, =0

mais o # 0 puisque dgi,, - - ., dgr, sont linéairement indépendantes, il suffit donc de poser \; = £, []

Ho
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Application. — SO(n) est 'ensemble des éléments de SL,(R) de norme || ||, minimale.

Démonstration. — La norme est donnée par HMH% =Tr (‘MM) = >
minimiser ¢(M) = Tr ( !M M) sous la contrainte f(M) = det M — 1. L’application ¢ est une forme

quadratique donc est de classe C*° et, pour tous %, j, on a 8;?5 - (M) =2m; j i.e. Vg = 2M. L’application
) ,

2 . I
1 m; ; donc il s’agit de

f est polynomiale en n~ variables donc est de classe C* et, pour tout 4, on a en développant selon la

ligne 4
n
det M = Z mi,jMi,j
j=1
ou M; ; est le cofacteur d’indice (4, j) ; puisque M; ; ne dépend pas de la variable m; ;, on a
of

8mi,j

(M) = M, ;

et il s’ensuit que Vf = Com(M). Notons que SLy,(R) est un fermé de R™* donc g atteint un minimum
en un élément A € SL,(R) donc, d’apres le théoréeme des extrema liés, il existe u € R tel que Vg(A) =
uVf(A) e 24 = pCom(A). Comme det A =1, on a A=t = ‘Com(A) d’ot1 2 'AA = pul, et 2" = p™.
De plus, 'AA est symétrique définie positive donc det( ‘AA) > 0 i.e. u > 0. Il vient donc p = 2 et
tAA =T, i.e. A€ SO(n). Notons enfin que ||A[3 = Tr (*AA) = n. O

Lecgons concernées

14 Applications du théoreme d’inversion locale et du théoreme des fonctions implicites

19 Problémes d’extremums
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THEOREME DE FEJER

n
Théoréme. — Soit f : R — C continue 2w-périodique, on pose Sy, = > ci(f)ex. La suite (Sp)n>0

k=—n

converge uniformément en moyenne de Cesaro vers f sur R.

Démonstration. — On a 5= [ ey (t)dt = 0 pour tout entier k non nul et 5= [ eg(t)dt = 1. On pose
n

T,= > eretD,= LJIT” alors, pour tout n € N, on a
k=—n

1 ™
2

1
— t)dt = T (
27 n+1ZQ7T/7T k(!

D’autre part, on vérifie aisément que pour tout x € R\ 27Z et tout n > 1, on a

T, (t)dt =1

et

x6(2n+1)ix -1 Sln(n+1 )

T —in _ —
n(z)=e e —1 sin(§)
donc
1 " + L 11 Ly
Ti(x) = sin( = - Im ez "
1 kZ:O n—l—lsm % Z n + 1sin(5) (k:o
or on a
i etz 1 (n+1)iz Sin(@)
S 2 G e
= -1 sin(%)
d’ou ,
Do) = 11 sin?(bo) _ 1 sin( DTy
" n+ 1sin(§)  sin(5) n+1 sin(3) '

Si0<a<metxe[—mmn| vérifie |z| > « alors

|Da(2)] < !

2
(n+1)sin*(§)

et il s’ensuit que D,, converge uniformément vers 0 sur [—7, 7| \ [—¢, a].

Pour tout n € N et tout z € R, on a

Si(z) = — < i f(t)e—iktdt) ik — % " T — Dt

2T
k=0
n 277/ f $ - t)

donc
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Puisque les fonctions que l'on intégre sont 27-périodiques, on obtient en effectuant le changement de
variables u = x — ¢
1 ™

:% .

Ch(x) f(z — u) Dy, (u)du.

Soit € > 0. Puisque la fonction f est continue et 2w-périodique, elle est uniformément continue sur R

donc il existe a €]0, 7| tel que, pour tous z,y € R, on ait

[z -yl <a =|[f(z) - fy) <e.
Pour tout £ € R et tout n € N, on a

1 T 1 (7
@) = Colwll = 5| [ (o =) = f@)Dawde] < o= [ 1f@ =) = $@)] Dafu)d
d’ou, en notant M un majorant de |f| sur R, on a
@) -Gl <5 [ 2mDuidut o [ eDawins T [ Dywdute
z)— Cp(z)| < — n(u)du + — n(uw)du < — n(u)du + €.
2m a<|ul<T 2m ) o T Ja<|u|<w
Or D,, converge uniformément vers 0 sur [—7, 7] \ [—a, ] donc il existe N € N tel que
Vn >N, Dy (u)du <€
a<lul<m
d’out
M
Vn >N, sup|f(z) = Co(z)] < —c+e
z€R T
d’ou le résultat. ]

Lecgons concernées

08 Utilisation de la continuité uniforme en analyse
39 Transformation de Fourier et produit de convolution
40 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples

46 Développement d’une fonction périodique en série de Fourier. Exemples et applications
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METHODE DE GAUSS ET POLYNOMES ORTHOGONAUX

Proposition. — Soit a < b, w : Ja,b[ — R une application continue strictement positive et £ > 0. Il
existe une unique famille de points a < xg < --- < zp < b et une unique famille de réels Ao, ..., A¢ tels
que la méthode d’intégration donnée par

b ¢
/ F()dt ~ S\ f ()
a ]:0
soit d’ordre 20 + 1. De plus Uerreur est donnée par

2042(¢
E(f) = f2£+2 ‘/ o1 (@ wx)d:):

ot & €la,b| et mpi1 est le (£ + 1)-é polynéme orthogonal associé au poids w.

Démonstration. — On commence par montrer 1'unicité. Supposons qu’il existe de tels z; et A;, on pose
T (t) = (E = m0) -+ (t — an).
Soit P un polynome de degré au plus ¢ alors deg Pmyy1 < 2¢ 4 1 donc
l

b
| P@m®etdt = 37 AP mea () =0
a jZO
i.e. w41 est orthogonal a Ryy1[X] or mp41 est unitaire donc il s’agit du (¢ + 1)-¢ polynéme orthogonal
associé au poids w et les x; sont donc parfaitement déterminés comme étant ses racines. Notons L; un
polynéme (par exemple de Lagrange) tel que L;(x;) = d; ; alors

¢ b
A= 3" NLi(ay) = / Li(@)w(a)dz
=0 @
et les \; sont aussi uniques.
Montrons maintenant ’existence. On note xg,...,x, les £ + 1 racines (distinctes) de mp41 dans Ja, b,

Ly, ..., L, des polynémes définis par L;(x;) = 0;; et on pose \; = be Jw(x)dx. Soit f : [a,b] — R

alors le polynéme d’interpolation de Lagrange de f est Pp(z) = Z f(xj)L;(x) d’ou

/ Py(x = z:f (2 / j(@)w(z)dz = i:%f(xj)‘

J=0

L’égalité précédente montre que la méthode est exacte si f € Ry[X]| puisque, dans ce cas, on a f = P,. Si
f € Rypy1[X] alors la division euclidienne de f par mpy1 donne f(z) = q(x)mes1(z) +7(z) avec degg < £
et degr < ¢+ 1 d’ou

/ f(@)w(z)de = /abQ(fC)ml(fv)W(x)dﬂer /abr(fﬂ)w(fv)dx-
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b
Mais 741 est orthogonal a R[X] donc / q(z)mpp1(z)w(x)dr = 0 et la méthode est exacte pour r

a

puisque degr < £ d’ou

b l
/ f(@)w(x)dx = Z)\jr(xj).
a =0

Comme f(x;) = r; pour tout j, il vient

b l
/ f@)w(@)dz =3 N f ()
a j:O

et la méthode est donc exacte pour les polynomes de degré au plus 2¢ + 1.
Soit Hy € Ropy1[X] un polynéme vérifiant Hy(x;) = f(zi) et Hj(x;) = f'(2i). On fixe z dans ]a, b]
distinct des x; et on pose ¢(t) = f(t) — Hp(t) — ky(me1(x))? olt ks est une constante fixée de sorte que

2042
¢(x) = 0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢, €]a,b| tel que **2(c,) = 0 d’ott k, W
puis ‘
f2£+2( ) )
—H = .
(@)~ Hyla) = {op o (e (@)
Puisque Hy est un polynome de degré 2/ + 1, la méthode est exacte pour Hy, on a donc
b 4 ¢
| Hyota)de = YNy = Y Ny ()
a Jj=0 j=0
d’ou
b ¢ | 242 ‘
= /a f(@)w(x)dx — jgo)\ij(xj) = 2£+ %)l / T () 2w(z)d.
En particulier, on a
b
B a®2) = [ (s (a) Pula)de £ 0
donc la méthode est d’ordre 2¢ 4+ 1. Enfin, on a
’ [P 2
S/Gf(x) dw—jzo)\Hf%) m” e+l -

O

Lecgons concernées

11 Utilisation de la dimension finie en analyse

24a Comportement asymptotiques des suites numériques. Exemples

24b Rapidité de convergence d’une suite. Exemples
32 Intégrale d’une fonction d’une variable réelle. Suites de fonctions intégrables
37 Méthodes de calcul des valeurs approchées d’une intégrale

48 Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynémiales ou polynémiales par mor-
ceaux. Exemples
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METHODE DU GRADIENT A PAS CONJUGUE

Soit A € Sym™ T (n) et b € R™, on note s la solution de Az = b. On note
1
J:R" =Rz~ §<Ax,m> — (b, x).

Soit zg € R™ \ {Zo0}, on pose 1o = b — Axg et K = Vect(ro, Aro, ..., A* 'ro}.

Lemme. — Pour tout s > 0, J admet un unique minimum sur xo+ Ks que l'on note x.

Démonstration. — Puisque A est symétrique définie positive, 'application = +— (Az, x) définit un pro-
duit scalaire donc, d’aprés le théoreme de projection sur un fermé, il existe un unique zs € g + K tel
que

Too — & = inf |z — x| 4-

o = sll, = _inf 7o — 2l

Mais on a
2 2
|2 = Zoo|ly = (AT, 2) — (Aoo, ) — (¥, Also) + (AToo, Too) = 2J () + |70 |y
d’ou
. 2 . 2
inf  ||zeo —z||3 =2 inf J(x)+ |z
int o =gl =2 _int J(@) + sl
or ’application racine carrée est strictement croissante sur R™ donc .J admet un unique minimum atteint
en Is. J
Lemme. — z est lunique minimum de J sur R™.
Démonstration. — On réitere ce calcul en remplacant zg + K par R™, on obtient

0=2 inf J 2
Jof, () + |rooll

d’ou
. 1 1
xlean" J(x) = —§<Axoo,xoo> = —§<b, Too) = J(Too).
O
Lemme. — On a ||zs — 2| 4 = Peinlalsf[x] | P(A)(z0 — o)l 4-
P(0)=1
Démonstration. — On a x € xg + K si et seulement s’il existe (ag,...,as—1) € R® tels que

s—1

r=x9+ g apAlrg
i=0



50 METHODE DU GRADIENT A PAS CONJUGUE

i.e. tels que

s—1 s—1
T — Too = T — Too + Z A (b — Azg) = 20 — Too + ZaoAiH(woo — )
i=0 =0

i.e. si et seulement s’il existe un polynéme P € R,[X] vérifiant P(0) = 1 et tel que
T — Too = P(A)(T0 — Too)-

et le résultat annoncé en découle. O
Proposition. — On a z, = x,,.
Démonstration. — Soit (eq, . .., e,) une base orthonormée de vecteurs propresde Aet A, > --- > A1 >0

les valeurs propres de A. On écrit
mO_xoozglel"i‘"‘"’_gnen ) fz eR
alors
n
|0 — xoou?q = 2512)‘@
i=1
Soit P € R4[X] tel que P(0) =1 alors

P(A)(zo — zoo) = P(A) (Z fi@) = &P(A)e; =) &P(N)e
i=1 i=1 i=1
donc . . .
IP(A) (0 — zoo) | = (A &P (N)es, > &P(N)ei) =Y & P(Ni)?
i=1 i=1 i=1
d’ou

1P(A) (w0 ) [} < (Z@ )Ags}gg;‘ POV,

Soit L(X) = H i 4X alors L est un polynome de degré n, vérifiant L(0) = 1 et tel que L(\) = 0 pour
1=1

toute valeur propre A. On a donc

s = zool% < IL(A) (@0 = 2o0)ll 4 < llo xOOHA)\gSla(X % L(2)]* =0

N
d’ou z,, = Too. O

Lecgons concernées
12 Méthodes hilbertiennes en dimension finie et infinie
19 Problemes d’extremums
25 Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération u,4+1 = f(uy). Exemples

31 Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F'(x) = 0. Exemples
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THEOREME DE HELLY

Théoréme. — Soit (f,)n une suite de fonctions croissantes d’un intervalle ouvert non vide I de R
a valeurs dans R telle que, pour tout = € I, la suite (fn(x))n soit bornée. Alors on peut extraire une
sous-suite (fu(n))n telle que, pour tout x € I, la suite (f,(n)(7))n soit convergente.

Démonstration. — e On note (z,,) les éléments de Q N I*. Puisque la suite (f,(zo))n est bornée, on
peut en extraire une sous-suite ( f¢0(n) (z0))n convergente. Supposons que, pour p > 0, on ait construit
¢0,---,¢p : N — N strictement croissantes telles que, pour tout 0 < k < p, la suite (fgo...0p; (n) (T&))n
converge. Dans ce cas, la suite (fggo...o4,(n)(Tp+1))n est bornée donc on peut en extraire une sous-
suite (fggo..oppodysr(n)(Tp+1))n convergente. On considere la fonction ¢ : N — N définie par 1(n) =
poo---o¢pp(n) alors la fonction 1 est strictement croissante donc la suite (fy ) (7p))n est extraite de la
suite (fg0.00,(n)(Tp))n- Par conséquent, pour tout p € N, la suite (fy(,)(7p))n converge, on note g(z)
sa limite.

e Soit z,y € QNI avec x < y alors (puisque fy(,) est croissante) on a fy,)(r) < fym)(y) dott, en
passant a la limite, g(z) < g(y). Soit z € I\ Q, puisque Q N I est dense dans I'intervalle ouvert I, il
existe xyp > x tel que zgp € QN I. Pour tout y € QNI tel que y < z, on a alors g(y) < g(xp) donc
I'ensemble E, = {g(y); ; y € QNI et y < x} est majoré et il est non vide puisque I est ouvert. Cet
ensemble admet donc une borne supérieure. On peut donc prolonger g a I en posant

g(x) =sup E, =sup{g(y); ; y€ QNI et y<zx} pour tout ze€I\Q.

Soit x € I\ Q et z9p € QN I, la définition de g(z) assure que g(z) < g(zg) lorsque = < zy et que
g(x) > g(xg) lorsque & > xg. Si z,2’ € I\ Q avec x < 2’ alors E, C E,s donc g(z) < g(z’). La fonction
g est donc croissante sur I.

e On note C' 'ensemble des points de I ou g est continue Soit x € C et y,z € INQ tels que y < x < 2
alors, pour tout n € N, on a fy,)(y) < fym)(T) < fym)(2) et en passant aux limites, il vient

9(y) = Hm_ fym(y) < liminf fy)(2) < 1im§up fomy(@) = Hm  fyem)(2) = g(z).
On fait ensuite tendre y et z vers = en restant dans I N Q alors, comme g est continue en x, on obtient
9(z) < liminf fyn)(z) < Hmsup fy) (@) < g(z).

Il s’ensuit que la suite (fy () (7))n est convergente, de limite g(z).

Une fonction croissante n’a qu’un nombre fini de points de discontinuité donc 'ensemble D = I\ C est
dénombrable. En raisonnant comme dans la premiere partie de la preuve, on montre qu’il existe  : N —
N strictement croissante telle que la suite ( Jpob(n) ())n converge pour tout € D. Comme par ailleurs,
pour tout x € C, (fyop(n)())n est une suite extraite de (fy(n)(7))n, il s’agit d’une suite convergente (de
limite g(z)). Donc on a bien extrait une sous-suite (fyos(n))n de (fn)n telle que (fyos(n)(T))n converge
pour tout x € I. [
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THEOREME DE L’INVERSION LOCALE

Théoréme. — Soit f : U — R"™ de classe C' et a € U tel que det Jp(a) # 0. Alors il existe un
voisinage ouvert U' C U de a et un voisinage V de f(a) tels que f: U — V soit un difféomorphisme.

Démonstration. — L’application f est un difféomorphisme local en a si et seulement si I’application

= (dfa) " (fla+2) — f(a))
est un difféomorphisme local en 0, on peut donc supposer que a = 0, f(a) = 0 et df, = idgn. Puisque f
est C1, il existe 7 > 0 tel que ||z|| < r = ||df; — idg=|| < % donc d’apres I'inégalité de la moyenne
B4l

Vo € BO,r), [lo— f(2)] < 5

On fixe y tel que ||y[| < § alors

vz € B(0,7), ly+z— f@)| <yl +llz = f(@)l <r
et on peut donc définir I’application
¢ :B0,r) = B(0,r),z — p(x) =y +z — f(z).
qui est contractante puisque [|dp|| < 1 or B(0,r) est une partie complete de R™ donc il existe un unique
point = € B(0,7) tel que
z=op(r)=y+z— f(z)
En fait, ¢ prend ses valeurs dans la boule ouverte, on a donc montré que pour tout y € B(0, §),
il existe un unique = € B(0,r) tel que f(x) = y donc f réalise une bijection, que 'on note g, de
U= f"1(B0,%) NBO,r) sur V = B(0,%). L’application g est continue (comme restriction de f) et
pour tous z, 2’ € B(0,r), on a

1#(@) ~ £ = lo(a) — o) < 5 1z~ |
i.e. g~ est 2-lipschitzienne. On a donc montré que f est un homéomorphisme local.
Soit av € U tel que dg, soit inversible, on pose 5 = g(a) et L = dg,. Pour h proche de l'origine, on a
a+ h € U et, par continuité de g, k = g(a + h) — g(«) est proche de l'origine ; qui plus est
k=gla+h) —gla) <= h=g"'(B+k) —g (B

L on a k qui tend vers 0 si et seulement si h tend vers 0. On a

k= gla+h) —g(a) = L(h) + [|h] e(|A]])

et par continuité de g et g~

avec (t) 7 0, d’ou

L7 (k) = h+ Al L7 e(IR]) = g7 (B + k) — g7 (8) + Al L~ (A1)
Comme L~Y(k) = h+ ||h]| L=t (e(||h]))), on a
IRl < AL RN+ 127 *) |

d’out

Iz~

e M

hl| <
Il < —
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L1 . .
et lorsque h et k tendent vers 0, % est borné, on note M un majorant. Il vient finalement

AL RN < M KL ERID) |
et comme ||L~*(e(||R[]))|| tend vers 0 lorsque k tend vers 0, on a ||h[| |[L=((||]]))|| = o(||k||) donc
L7 (k) =g~ (B+k) — g~ (8) + o(|IK])
i.e. g~ 1 est différentiable en 8 = g().

Enfin, puisque Isom(R™) est ouvert dans £(R™), puisque dg est continue et puisque dgg est inversible,
il existe un voisinage W C U tel que dg, soit inversible pour tout € W. D’aprés ce qui précede, gy
réalise une bijection de W sur f(W). O
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THEOREME DE JOHN

Théoreme de John. — Un compact K de R™ contenant 0 dans son intérieur est contenu dans un
unique ellipsoide de volume minimal.

Démonstration. — On note Sym™ T (n) I'ensemble des matrices symétriques définies positives et on
définit une application p : Sym™*(n) — R en posant u(S) = \/diﬁ‘ Si R,S € Sym™*(n) alors il
existe P € GL,(R) telle que

Tn

1
R="'p Poet S="! P
*(n)

olt les r; et s; sont strictement positifs. La convexité de Sym™ assure que, pour tout ¢ € [0, 1], on a

(1—t)R+ ¢S € Sym™*(n) d’ou
u((1=t)R+tS) = p( "Pdiag((1 —t)ry +ts,..., (1 —t)r, + ts,)P)

n T2
= (det( tP) H((l - t)?”i + tSZ‘) det(P))
i:l
= |det(P 1H (1—t)r; +ts;) "2
|det -1 H —= log ((A=t)ri+tsi))

< |det(P)|* H o~ 3 ((1=) log(r:)+t1og(s:))
i=1

par concavité du logarithme, puis

det(P)| w((1 — )R +tS) < H I-tghy=3 < ((Hn)l—t(HSi)t>
=1

1=1

|
[NIE

et par convexité de ¢ — "2, on a (en notant R=[]r; et S =1]]s:)

det(P)| (1 — t)R + tS) < e~ 2((-Dlogllrittlog]lsi) < (1 — )ealosllri 4 o3 loglls:

ie. p((1—t)R+tS) < (1 —t)u(R) + tu(S) donc I'application p est convexe sur Sym™*(n). De plus, le
cas d’égalité nécessite r; = s; pour tout i i.e. R =S et u est donc strictement convexe.

Notons que la boule unité Bg pour un produit scalaire défini par S € Sym™ ™ (n) (i.e. pour un ellipsoide)
est 'image de la boule unité canonique B par A = v/ S—1. En effet, on a

[X|<1 <= XX <1 < YAX)S(AX)<1 < AX €Bg.

Le théoreme de changement de variables donne donc v(Bg) = |det A|v(B) i.e. v(Bs) = p(S)v(B), il
s’agit donc de minimiser u sur 'ensemble des S € Sym™* ™ (n) telles que K C Bg.
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Notons que si S € Sym™+(n) et A > 0 vérifient AB C Bg alors ||S|| < A™2. En effet, si | X|| < 1 alors
AX € Bg donc (vSX,VSX) = (SX, X) < A2 et il s’ensuit que [|v/S|| < A7! d’on || S]] < 272

Puisque K est borné, il existe 7 > 0 tel que K C rB i.e. K C Bg, ot Syp = 7~ 2I,,. On consideére alors
I’ensemble

C={SeSym™ (n); K CBs et u(S) > u(So)}
qui est un ensemble convexe (du fait de la convexité de ), non vide (puisque Sy € C) et fermé (le seul
point non trivial est que la limite d’une suite d’éléments de C reste symétrique définie positive ce qui
est assuré par la condition u(S) > u(Sp) i.e. det S > det Sp > 0). Comme 0 est un point intérieur de K,
il existe A > 0 tel que K contienne AB et il résulte donc de la remarque ci-dessus que || S]] < A~2 pour
tout S € C. L’ensemble C est donc compact. La fonction p est continue sur le compact C donc admet

un minimum qui est atteint exactement une fois du fait de la stricte convexité de p. O
Application. — Tout sous-groupe compact de GL,(R) est conjugué & un sous-groupe du groupe
orthogonal.

Démonstration. — Soit G un sous-groupe compact de GL,(R), on pose K = U AB. Alors K est

AeG
compact (car image du compact G x B par l’application continue (A, X) — AX) qui contient 0 dans

son intérieur (puisque B C K) donc K est contenu dans un unique ellipsoide Bg de volume minimal.

Soit B € G alors (d’apres la définition de K), on a BK = K d’ou BPK = K pour tout p € Z or
B C K C Bg, donc B C BPBg, pour tout p € Z et il s’ensuit 1 = u(1,,) < |det B|” u(Sp) pour tout p € Z
donc |det B| = 1. Si on pose R = 'BSB alors R € Sym™ " (n), K C By et det R = det .S donc R =S
par unicité de l'ellipsoide Bg. O

Lecons concernées
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THEOREME DE JORDAN

On considere une application T-périodique g : R — C de classe C! telle que g soit injective sur [0, T7,
g(0) =0, ¢'(0) =1 et |¢’(¢t)| = 1 pour tout ¢; on note I' = g(R).

Lemme. — Il existe o > 0 tel que, pour tout 0 < € < «, les courbes
92 () = g(t) +ieg'(t) et g-(t) = g(t) —ieg (1)

vérifient

FNgf(R)=0 et TNgZ(R)=0.

Démonstration. — Puisque g est de classe C1, ¢’ est uniformément continue sur [0,2L] donc

I >0/ Vs, teR,|s—t|<n=]|g'(s)— g (t)] < 1.
Quitte & fixer ¢ et & considérer la fonction définie par h(s) = g(s) — g(t) — (s — t)¢'(t), il découle du
théoreme des accroissements finis que

Vs,t €R,|s —t| <n=|g(s) —g(t) — (s —t)g'(t)| < |s —t].

Puisque (s,t) — |g(s) — g(t)] est continue et puisque I’ensemble

K =1[0,L1*N{(s,t) €R*; Vn € Z,|s —t +nL| > n}
est compact, il existe (so,t9) € K tel que

a=g(s0) — g(to)| = (Sjtl)ng lg(s) —g(t)] .

Puisque (so,t9) € K, on ne peut pas avoir sg = tg + nL avec n € Z donc g(sg) # g(to) i.e. « > 0.
Si (s,t) € R? vérifient |s —t+nL| > n pour tout n € Z, alors on note s = s + kL € [0,L] et
t' =t+ /(L €]0,L] ou k,{ € Z et on a donc aussi |s —t +nL| > n pour tout n € Z. D’apres ce qui
précede, il vient |g(s) — g(t)] = |g(s") — g(¢')| > «. On a donc

V(s,t) € R% (Vn € Z,|s —t +nL| > 1) = |g(s) — g(t)] > a > 0.
Supposons que I' N g (R) # 0 i.e. il existe s,t € R tels que g(t) = g(s) + icg'(s), d’ou

l9(t) = g(s)| = |ieg'(s)| =€ < a

et il résulte du choix de a qu'il existe n € Z tel que |s — t + nL| < 1 donc, quitte a changer ¢t en t —nL,
on peut supposer que |s — t| < n. D’apres le choix de 1, on a donc

|—ieg'(s) = (t = 5)g'(s)] = [g(t) — g(s) — (t — 5)g'(s)| < |t — 5]

or |¢'(s)] = 1 d’ott |—ie — (t — s)| < |t — s/, ce qui est absurde. On a donc I' N gF (R) = 0 et on obtient
de méme I' N gZ (R) = 0. O
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Théoréme de Jordan. — C\ T a deuz composantes connexes.

Démonstration. — e Soit z € C\ T alors 6(t) = g(t)? est L-périodique et continue donc atteint un

|2 —
minimum g¢(t;) mais 8(t) = (z — g(t))(Z — g(t)) = 2z — g(t)Z — zg(t) + g(t)g(t) donc
0'(t) = —g'(1)Z — 2g'(t) + 9(1)g(t) + g(t)g(t") = ' (D) (9(t) — Z) + (9(t) — 2)g' () = 2Re (¢' (1) (9(1) — 2))
d’ott Re (¢'(t1)(g(t1) — 2)) =0 i.e. ¢'(t1) et g(t1) — 2 sont orthogonaux.

La demi-droite [g(t1), z) contient g(t1) + icg’(t1) ou g(t1) — icg’(t1), par exemple g(t1) — ieg’(t1). Deux

cas sont possibles :

— soit g(t1) —ieg’(t1) est sur le segment [g(t1), 2] auquel cas la définition de g(¢;) (comme étant le point
de T" & distance minimale de z) assure que le segment [g(t1) — icg’(t1), z] ne contient aucun point de
F’

— soit z est sur le segment [g(t1), g(t1)—ieg’ (t1)] auquel cas tout point du segment [z, g(t1)—ieg’(t1), 2] est
de la forme g(t1)—idg'(t1) avec § < € mais on a vu que g5 (R)NI" = () donc le segment [z, g(t1) —ieg’ (t1)]
ne contient aucun point de T'.

Dans les deux cas, z peut étre joint par un segment ne coupant pas I' au point g(t1) — icg’(t1) donc,

en considérant I’arc g2 (R), au point g2 (0). Ainsi, tout point de z € C\ I" peut étre joint par un arc a

gz (R) ou g7 (R). 11 s’ensuit que C \ ' a au plus deux composantes connexes.

e Notons que 27 = g7 (0) = ic et 22 = g2 (0) = —ie donc

1 L/2 / 1 L/2 '
Indg(z:) — Indg(z;) = — L)-i—dt — — L)_dt
20 —L//2 g(t) — Ze um —L/2 g(t) — Ze
1 L/2 %

27 —L/Z g(t)2 + 82
L/2 /
_ € / AQNE
T 24 22
T J_rp9t)? te
On pose a(t) = ﬁ et a(0) = 1 alors il existe 0 < § < £ tel que la(t)? = 1| < 1 pour tout —§ <t < 6.
Comme ¢ ne s annule pas sur le compact {¢;6 < |t| < L} on a

"t '(t
/ AU / I don 5/ 70 g 0.
s<<L 9(t)* +e2 emot Jscp<L 92 s<jij<t 9(t)* +e* emot

D’autre part
8/ IO i Mduzl/g’(w)]l s o1 (w)du
T Jitj<s 9(t)* + €2 juj<? g(eu)? + &2 7 Jr va(eu)? +1 [F2:E

_ Ylew) 5 (1) —— 1
wa(eu)? +1 2 o w2 41

et Re a(eu)? > 1 pour |u| < g donc

malis

g/(€u> 1 ( )‘ < ||g/||oo

ula(eu)? +1 2.4\ = % +1

et cette majoration vaut aussi pour |u| > g. Le théoreme de convergence dominée donne alors

1 ! 1
/ __glew) 15 s(u)du / du =1
7 Jg ula(eu)? +1 [ emot 7w Jgu2+1

i.e. Indy(2}) — Indy(z)) o 1. Or la fonction z +— Indy(z) est continue sur C\ g et a valeurs dans Z

donc C\ T n’est pas connexe. d

Sébastien Pellerin
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OPERATEURS HYPERCYCLIQUES

Soit (E,d) un C—espace vectoriel métrique complet séparable et A un opérateur continu de E.

’Déﬁnition. — A est dit hypercyclique s'il existe = € E tel que {A™(z),n > 0} soit dense dans E.

Théoreme. — Pour que A soit hypercyclique, il suffit qu’il existe X etY densesdans E et B:Y —Y
tels que pour tous x € X ety € Y on ait A"(x) — 0, B"(y) — 0 et AB(y) =vy.

Démonstration. — e Tout d’abord, notons HC'(A) I'ensemble des z € E dont l'orbite {A™(z),n > 0}
est dense dans E et S une partie dénombrable dense de E. Si x € HC(A) alors son orbite coupe toute
boule ouverte donc pour tout s € S et tout k > 1, il existe n > 0 tel que A™(z) € B(s, 1) i.e. z € Qg

ou

Q= J (A" (BGs, 1)

n>0

Supposons maintenant que x € g, pour tous s € S et k > 1. Considérons une boule ouverte B(y, ¢),
par densité de S dans E, il existe s € S tel que d(s,y) < §; considérons un entier & > 1 tel que % < 5.
Par hypothese sur z, on a x € Qg i.e. il existe un entier ng > 0 tel que A™(x) € B(s, %), il s’ensuit
par inégalité triangulaire que

A(A™ (@), y) < d(A™(2),5) +d(s,y) < 5+ =<
i.e. I'orbite de  coupe toute boule ouverte B(y, ) ce qui signifie que cette orbite est dense dans E. On
a donc finalement

seS
kEN*

Puisque I'opérateur A est continu, les €2 sont des ouverts de £ donc HC(A) est une intersection
dénombrable d’ouverts de FE.

e Considérons maintenant deux parties X et Y denses dans E et une application B : Y — Y vérifiant,
pour tous z € X et y € Y : A"(z) — 0, B"(y) — 0 et AB(y) = y. Montrer que A est hypercyclique
revient & montrer que HC(A) # (), on va en fait montrer que HC(A) est dense dans E; d’apres le
théoreéme de Baire, il s’agit donc de montrer que les ouverts {1, ;. sont denses dans E. Considérons un tel
ouvert € et une boule ouverte B(y, ) et montrons que Q5 ; NB(y, ) # 0. Par densité de X et Y dans
E,ilexiste a € X et b € Y tels que d(a,y) < § et d(b, s) < 5. Pour tout n > 0, on pose z,, = a+ B"(b),
alors A™(z,) = A™(a) + A"B™(b). Mais on a AB(c) = ¢ pour tout ¢ € Y, on en déduit aisément par
récurrence (et puisque Y est stable par B) que A"B"™(b) = b, d’ou A™(x,,) = A™(a)+ b pour tout n > 0.
On a alors

d(A™(xy),8) =d(A™(a) +b,s) < d(A"(a) + b,b) +d(b,s) < d(A"(a) +b,b) + i
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Or l'addition avec b (i.e. 'application £ — E,t +— t 4 b) est continue sur E et A"(a) —— 0 par

n—-4o00

hypothese donc il existe un entier N1 € N tel que

Vn > Ny, d(A"(zy,),s) <

T =

i.e. T, € (g} pour tout n > Np. D’autre part, on a

d(zn,y) = d (a+ B"(b),y) < d(a+ B"(b),a) +d(a,y) < d(a+ B"b),a) + %

Or l'addition avec a (i.e. 'application E — E|t — t + a) est continue sur E et B™(b) — 0 par
hypothese donc il existe un entier No € N tel que
Vn > Na , d(zn,y) <e
i.e. xn, € B(y,e) pour tout n > Nj. Ainsi, si n > sup{Ni, N2}, on a
xn € B(y,e) et zp, € Qqp

i.e. on a bien la densité des 2, dans E et, d’apres la remarque ci-dessus, il s’ensuit que 'opérateur A
est hypercyclique. O

Application. — L’opérateur de dérivation sur H(C) est hypercylique.

Démonstration. — On considere I'espace des fonctions entieres H(C) muni de la topologie de la conver-
gence compacte i.e. par exemple

S~ L dal(f.9)
Ad(f,9) =)  onrr a7 ot du(f,g9) = sup |f(¢) —g({)]-
9= 3 iirg O @)= s O - g()
L’espace H(C) muni de cette métrique est complet et séparable. On considere pour X et Y I’ensemble
C[z] des polynomes complexes qui sont bien des parties denses dans H(C) (il suffit de tronquer le
développement en série entiere en 0) et on pose

B:C Z%Xp}—)zp—l—l

Soit P € Clz], on a AB(P) = P, d’autre part il est clair que A™(P) tend vers 0 quand n tend vers
I'infini puisque A™(P) est nul dés que n dépasse le degré de P. Il reste & montrer que B™(P) tend vers

0 quand n tend vers l'infini, par linéarité de B il suffit de le montrer pour un monéme P = zP; on a

n _ 1 +1n 39N
B(Zp)—mzp dou

KPP

sup |B"(¢¥)| =
Ic|<x (p—l— 1)...(p—|—n) n—+400
Ainsi B"(P) tend vers 0 uniformément sur tout compact quand n tend vers l'infini et il s’ensuit que
B™(P) tend vers 0 pour la distance d quand n tend vers 'infini. L’opérateur A est donc bien hypercy-
clique. O

Application. — Soit A > 1 et (e;);>0 une base hilbertienne de F = ¢2. L'opérateur A de E défini par
Aeg =0 et Ae;r1 = Ae; pour i > 0 est hypercylique.

Démonstration. — On considere 'espace E = ¢2(C) muni de sa structure hilbertienne; il s’agit bien
d’un espace complet séparable. On désigne par X I’ensemble des suites complexes nulles a partir d’un
certain rang, par Y l'espace E et par B l'opérateur défini par B(e;) = %eiﬂ pour tout ¢ > 0. Toutes les
conditions du criteres sont vérifiées : X et Y sont denses dans E, AB(u) = u pour tout u € Y, siu € X
alors A™(u) = 0 pour n assez grand et a fortiori A™(u) tend vers 0 quand n tend l'infini, enfin si u € Y
alors || B™(u)|y = 5 ||ully or A > 1 donc ||B"(u)]|, tend vers 0 quand n tend I'infini. O
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Lecgons concernées
01 Espaces de fonctions. Exemples et applications
02 Exemples de parties denses et applications
05 Espaces complets. Exemples et applications
09 Utilisation de la dénombrabilité en analyse et en probabilités
10 Applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés. Exemples et applications

25 Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération u,4+1 = f(uy).Exemples

Compléments

Structure de HC(A). —

Supposons HC(A) non vide alors HC(A) contient un point € E d’orbite dense. L’espace vectoriel
F ne contient pas de point isolé or, pour tout k& > 0, Porbite de A¥(x) ne differe de P'orbite de = que
par un nombre fini d’éléments, il s’ensuit que l'orbite de A¥(x) est aussi dense dans E i.e. A¥(z) est
hypercylique. Par conséquent, HC(A) contient 'orbite de = qui est une partie dense de E donc HC'(A)
est dense dans E. Mais on a vu que HC(A) est une intersection dénombrable d’ouverts donc HC(A)
est soit vide, soit un G5 dense.

Le cas de la dimension finie. —
S

Supposons que E soit de dimension finie et considérons sa décomposition £ = @F )\; €1l sous-espaces
i=1

caractéristiques. Supposons que A soit hypercyclique alors il existe x € E d’orbite dense. On écrit

r =21+ -+ x5 avec x; € Fy, alors A"(z) = A™(x1) + --- + A™(xs) avec A"(x;) € F), pour tout

1 < < s. 1l s’ensuit que pour toute valeur propre A de A, la restriction Ay de A & F) est un opérateur

hypercylique. On a Ay = Ald + N ou N est nilpotent donc, en notant dy la dimension de F)\ et pour

n > dy, on a

dy—1
AR(z) = ) CEA"FNF(a).
k=0

Si 2 est d’orbite dense alors N%(z), N(z),..., N4 ~!(z) forment une base de F) et, pour tout 0 < k <
dy — 1, la suite (C,’fb/\”*k)nzo est dense dans C. Cette derniere condition est impossible puisque la suite
(!Cfl)\”_k‘)nsz tend soit vers 0, soit vers l'infini, soit est constante égale a 1. Il en résulte que, dans le
cas d’'un C—espace vectoriel de dimension finie, aucun opérateur n’est hypercyclique.

Un autre exemple. —

L'opérateur A sur H(C) qui a f associe lapplication z — f(z 4+ 1) est hypercyclique. On note X
I'ensemble des applications de la forme z +— e ?P(z) ou P € C[z], Y l'ensemble des applications de
la forme z — e*P(z) ou P € C|z] et B est 'application qui a f associe application z — f(z — 1).
Soit f € H(C) alors lapplication z — e®f(z) est aussi entiere donc approchable uniformément sur les
compacts par une suite (P,), de polynomes donc f est approchable uniformément sur les compacts par
la suite des applications z — e ?P, i.e. X est dense dans H(C). On obtient de méme la densité de YV
dans H(C) et les autres vérifications sont claires.
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Quelques commentaires sur le shift. —
e Dans la seconde application, le cas ou 0 < A < 1 ne peut pas correspondre a un opérateur hypercyclique
puisque dans ce cas on a ||A"(z)|| < |A\"| ||z|| < ||z| donc aucune orbite n’est dense.

e On note A l'opérateur défini dans la seconde application et on consideére pu € C tel que |u| < 1. Alors
la suite x,, = (") k>0 est clairement dans £2 et on vérifie aisément qu’il s’agit d’un vecteur propre pour
A associé a la valeur propre p; on note F' le sous-espace engendré par ces vecteurs. Considérons une

+00
suite 7 = (1) k>0 de £2 telle que (z,7,) = 0 pour tout |u| < 1 i.e. ona > zpuk = 0 pour tout [u| < 1

ce qui implique que x = 0 d’apres le théoreme des zéros isolés. Cela sign?ﬁe que l'orthogonal de F' est
trivial donc que F' est dense. Ainsi, 'opérateur A est hypercyclique mais admet un sous-espace invariant
dense dans £2.

Si A est hypercyclique alors HC(A) contient un sous-espace dense de H. —

On consideére ici un opérateur hypercyclique A d’un espace de Hilbert H. Si x est un point d’orbite dense
alors pour tout y € H non nul 'ensemble {(y, A"z),n > 0} est dense dans H (il suffit de remarquer que
lapplication £ — (y, ) est continue et surjective de H dans C).

Considérons maintenant un polynéme P € C[X] non nul alors I'image de P(A) est dense. En effet, si ce
n’est pas le cas alors (Im P(A))* = ker P(A)* contient un vecteur non nul 4.e. P(A)* n’est pas injectif.
Puisque c’est clairement absurde lorsque P est constant on peut, quitte & normaliser P, supposer que
l'ona P(X)=(X—-X)--- (X —=\,) dou

P(AY = (A* = X\I)--- (A* — X\, 1)

et le fait que P(A)* ne soit pas injectif signifie donc que A* admet un vecteur propre : on écrit Ay = Ay
avec y non nul. On a donc pour tout n > 0

(y, A"x) = (A*"y,z) = X' (y, z)
Mais la suite (Xn)n n’est pas dense dans C, on a donc une contradiction avec la remarque ci-dessus.
Notons O4(y) 'orbite de y € H, on a clairement O4(P(A)x)) = P(A)(Oa(z)) d’ou par continuité de
P(A) : P(A)(O4(x)) € P(A)(Oa(x)) = Oa(P(A)x). Mais si x est d’orbite dense alors O4(z) = H or
P(A) est d’'image dense donc O4(P(A)x) contient une partie dense i.e. P(A)x est aussi d’orbite dense.

Ainsi, si A contient un point x d’orbite dense alors 'espace vectoriel J = {P(A)x, P € C[X]} est un
sous-espace dense de H formé de vecteurs d’orbite dense i.e. HC(A) contient un sous-espace dense.

Le cas d’un opérateur compact. —
On considere ici un opérateur compact A d’un espace de Hilbert H. On admet les résultats suivants :

- p(4) = p(AY)

— si A est compact alors o(A) = {\ € C; A — A non inversible} est un compact de C
— A* est compact

— si p(A) = || alors A est une valeur propre de A

Si p(A) =0 i.e. si lirf | A™|*™ = 0 alors A™ tend vers 0 donc A n'est pas hypercyclique. Sinon on a
n—-1+oo

p(A) > 0 i.e. p(A*) > 0 donc il existe A € o(A*) telle que |A| = p(A*). Or A est compact donc A* est
compact et il en résulte que A est une valeur propre de A* mais on a vu dans un commentaire précédent
que c’est incompatible avec I'exitence d’un vecteur d’orbite dense pour A. Par conséquent, un opérateur
compact n’est jamais hypercyclique.

Références
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THEOREME DE STABILITE DE LIAPOUNOV

Théoréme de Liapounov. — Soit f : R® — R" de classe C' avec f(0) = 0 et telle que Re A < 0
pour toute valeur propre A de dfy. Alors pour xqy voisin de 0, la solution z(t) de X' = f(X), X(0) = xo
tend exponentiellement vers 0 lorsque t tend vers l’infini.

Démonstration. — e Soit A la matrice de dfy dans la base canonique de R" et ¢ > 0, il existe P € GL,,(C)
telle que

A1:PAP_1: ou ’ti,jlgé,
0 An
on note B la matrice diagonale et C' la matrice nilpotente. On note z(t) une solution de X’ = f(X) et

2(t) une solution de X’ = AX ; on sait que z(t) = ¢42(0) mais on souhaite retrouver le comportement

asymptotique de cette solution. En posant z1(¢t) = Pz(t), on obtient une solution de X’ = A;X. On
peut alors écrire

% ||z1(lt)||2 = 2Re (21(t), z1(t)) = 2Re (A121(t), 21(t)) = 2Re (Bz1(t), 21()) + 2Re (Cz1(t), z1(t)).

Soit A > 0 tel que —A = sup Re A;, alors
Re (Bz1,21) = Re Z)\iﬁ,im = ZRG X |CLil? < —Allz)?
i=1 i=1

et il existe une constante d > 0 telle que
2 2
[(Cz1,20)| < (ICl[ |zl < deflza]]”
On obtient donc (quitte & choisir € petit)
i
— ||z
dt "
avec a > 0. Il en résulte que pour tout ¢ on a
1) < e Jlz1(0)?
puis qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
2 - 2
l2()]]" < ce™ [2(0)[I° .

O < (=24 +2de) |z1 ()| < —a |z (D))

e Ce qui précede permet de définir un produit scalaire sur R™ par
+oo
b(V, W) :/ (e3AV, AW )ds
0

dont on note respectivement ¢ et IV la forme quadratique et la norme associées; en écrivant
q(V +tW) = q(V) + t2q(W) + 2tb(V, W)

puis en dérivant pour t = 0, on obtient

day (W) = %q(v L], = 2BV, V).
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e On pose f(u) = Au+ r(u) alors

(a(2(t))) = dau (2'(t)) = 20 ((t), 2 () = 2b (x(t), Ax(t)) + 2b (x(t), r(2(t)))
or pour tout V € R” on a
2 (V, AV) = / " ey, e avyas = [lesav ) 7 = — v
0 5=

d’on
(a(a(8))) = — e +2b ((t), r(x(1))) -
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
[b(x(t),r(2(t))] < N (x(t)) N (r(x(t)))
mais 7(u) = f(u) — f(0) — dfo(u) donc par définition de la différentiabilité, pour tout ¢ > 0, il existe
a > 0 tel que
N(u) <a= N(r(u)) <eN(u)
et il en résulte que pour N(z(t)) < o on a
(a((8)) = = e + 22N (2(t))* < — [|l2(t)||* + 2eq (2(t)).
L’équivalence des normes N et || || montre que, quitte & choisir € petit, on a

(g(z(1))) < —Bq(z(t)) avec B> 0.

e Tout d’abord on en déduit si N(zp) < « alors N (z(t)) < a pour t > 0; en effet, sinon il existe un
plus petit instant ¢; tel que N (z(t1)) = « or N (x(t)) décroit au voisinage de ¢; et la valeur « est donc
censée étre atteinte avant t1 ! D’autre part, N (z(t)) décroit sur le domaine de définition de x(¢) donc
x(t) n’explose pas en temps fini i.e. la solution z(t) est définie sur [0, +oo[. Enfin, on a

(e (1)) = €™ ((ala(t)))' + Ba (+(1))) <0
donc pour tout ¢ > 0, on a
q(2(t)) < e Pq(xo)
i.e. x(t) tend exponentiellement vers 0. O

Lecgons concernées
15 Différentiabilité d’une fonction définie sur un ouvert de R™. Exemples et applications
20 Equations différentielles X' = f (t, X); exemples d’tudes qualitatives de solutions

21 Equations différentielles linéaires. Exemples
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METHODE DE NEWTON POUR LES POLYNOMES

On considere un polynéme
Pla)=(z—&)™ - (z—-&)™
oll & < --- < &, sont des réels et les m; sont des entiers non nuls. On pose
x =z, — Plan)
n+1 n P/(l'n) .

Proposition. — Si xg > &, alors la suite (xy,)n>0 décroit strictement et converge vers &,.
Démonstration. — Pour tout x, on a
/
Pl(x) / a - my;
= (log|P(x)|) = m;log|(z — &)l | =
P 2 sl =) =20

d’ou pour tout n >0

., ~1
my
Tn+l = Tn — E — .
n i

i=1
P(x)
()

En particulier, si z,, > &, alors x,4; < x,. La fonction f définie par f(z) =z — se prolonge par

continuité & [, +o00[ en posant f(§,) = & et sa dérivée est donnée par
(P'(x))* = P(x)P"(z) _ P(x)P"(x)

/
o=t P@r  P@?
Mais d’apres le théoreme de Gauss-Lucas, les racines de P’ sont dans ’enveloppe convexe de celles de
P donc sont dans [¢1,&,] et de méme pour les racines de P”. Puisque P est unitaire, P, P’ et P” sont
strictement positifs sur [§.,+o0o[ donc f' > 0 et il s’ensuit que f est strictement croissante. Le fait
que &, < x, implique donc que & = f(§) < f(xn) = xpt1. La condition xg > &, implique donc par
récurrence que x, > & pour tout n > 0 et que la suite (x,,),>0 décroit strictement. Enfin, comme cette

suite est minorée par &, elle converge vers un élément qui annule % i.e. vers &,. O
’Proposition. — St my, =1 alors pour tout ¢ >0, on a |z, —&| = o(c").
_ P'(x) oy )
Démonstration. — Comme = Z ———, on a en dérivant
P(z) PN
P"(z)(z)P(x) — (P'(z))* _ zT: m;
(P())? 2o w—gp

i.e.
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d’ou
oo P@P'@) _ P@P@) (PP [~ mi )
TO="Py = Ctoy Per <¥—g> 2 ep
d’ou hjrgl f(z) = 1—Ti

Si m, =1 alors f’(§.) = 0 mais la formule de Taylor-Lagrange donne y,, €], 2] tel que
Tnt1 — & = f(@n) = F(&) = (20 — &) F (yn)-
Soit ¢ > 0, comme z;, tend vers &, il existe un rang ng a partir duquel |f'(y,)| < ¢ d’ott
[Tna1 — & < clon — &

puis pour tout n > ng
|zy — & < VT xy, — & = O(c)
et quitte & prendre 0 < d < ¢, il vient |z, — & | = o(d"). O

n
Proposition. — Sim, > 2 alors il existe ¢ > 0 tel que |x, — & | ~ ¢ (1 - i) .

mr

Démonstration. — Comme plus haut, on a f/'(§.) = 1 — mir et la formule de Taylor-Lagrange donne
Yn €J&r, [ tel que zp11 — & = (zn, — &) f'(yn) ol

log(zn+1 — &) — log(zn — &) = log f'(yn)
qui converge vers log f'(&,) quand n tend vers l'infini donc, d’apres le théoreme de Ceséro, log(z, — &)

est équivalent & nlog f'(&,) quand n tend vers l'infini; en particulier, pour tout 1 > d > f’(&.), on a
|z, — & | = O(d™). D’apres la formule de Taylor-Lagrange, il existe z, €]&,, z,]| tel que

rn & = FE) @~ &) + T (0, g )

d’out

Tn+l1l — §r
n=— 7~/ 5N 1= 0] n — Sr
N e gy O S

et il s’ensuit que la série de terme général

log(xnt1 — &) — log(zn — &) — log £/ (&) = log(1 + &) = O(d"™)
converge. Par conséquent, log(z,, — &) — nlog f'(&.) converge vers un réel A donc z,, — & ~ e f'(£)"
quand n tend vers l'infini. O

Lecons concernées

15 Différentiabilité d’une fonction définie sur un ouvert de R™. Exemples et applications
18 Application des formules de Taylor et des développements limits
23 Convergence des suites numériques. Exemples et applications

24a Comportement asymptotique des suites numériques. Exemples

24b Rapidité de convergence d’un suite. Exemples
25 Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération u,4+1 = f(uy). Exemples
27 Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et contre-exemples
28 Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

31 Méthodes d’approximation des solutions d’une quation F'(x) = 0. Exemples
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Complément

Localisation des racines de P'. —
Le théoréme de Gauss-Lucas affirme que les racines de P’ sont dans (I'intérieur de) 'enveloppe convexe
des racines (dans C) de P. En effet, écrivons P = (X — &)™ -+ (X — &)™ alors

Soit ¢ une racine de P’. S’il s’agit aussi d’une racine de P alors le résultat est clair, sinon on a

. C fz m;
2 e-&f ZC &

i=1

d’ou
r T

(=& :
=0 i.e.
; ¢ &l sz &l ;rc a7
Dans le cas ou les racines sont toutes réelles, le résultat s’obtient aussi en remarquant que chaque &;
est une racine de P’ de multiplicité m; — 1 et en appliquant le théoreme de Rolle sur chaque intervalle
1€i, &it1], on obtient 7 — 1 autres racines et on a bien n — 1 racines, toutes comprises entre &; et &,.

Pour trouver les autres racines. —
Tout d’abord, pour trouver un zy > &, on commence par écrire P = 2" + a12" ' + - -+ + a1 alors, si

n . n . n
P(§) =0, onal¢" =13 aif”" < 2 lail [€]"7" et si [§] > 1, on a donc [§] < 37 |ag|. Do

=1 =1 =1

€| < max (1;2 |ai]> :

i=1

Par ailleurs, il est conseillé de diviser P par le pged de P et P’ de sorte que &, soit une racine simple
ce qui donne une convergence plus rapide. Pour trouver les autres racines, on applique la méthode de

P(z)

Newton a o i.e. on considere la suite définie par
T

Tn+l = Tn —
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FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Si f € L'(R), on définit sa transformée de Fourier par

fle) = /R ¢~ { () .

Théoréme (Formule sommatoire de Poisson). — Soit f : R — C telle qu’il existe M > 0 et
a>1 avec |f(z)| < ﬁ pour tout x € R. St > |f(m)| < oo alors
meZ

> Fm)y =27 f(2mm).

mEZL meZ
Démonstration. — Si |z| < A et |m| > A alors |z + 2mm| > 27 |m| — |z| > |m| donc

M
2 <

donc (cette série étant normalement convergente sur les compacts) on définit une fonction continue
2m-périodique en posant
o(z) = Z f(z+2mm).
MEZL
Calculons le coefficient de Fourier de ¢ d’indice m :

1 2 ) 1 2 )
cm(p) = 27r/0 p(x)e "™ dr = 2 ), Zf(:z: + 2km)e " dx
kEZ
et la convergence uniforme sur les compacts de la série permet d’écrire
=3 [ s rmme s = LS ey = L[ pggeima
cmap—QWkEZO x e x_QWkeZ - y)e y—27TR y)e Y
i.e.
1 ~
mlp) = 5 Fm)

Mais par hypothese

1 —~

S lemle)l = 5 3 IFm)] < +oc

MEZ MEZ
or une fonction continue dont la série de Fourier converge normalement peut étre développée en série
de Fourier d’ou pour tout z € R

1 iy imx
T) = — m)e
o) = 5= O flm)

meZ

1 iy imx
Z f(x+2mm) = p Z f(m)e
mEZ meZ
et pour x = 0, on obtient bien le résultat annoncé. O

i.€e.
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Exemple. — On considére la fonction f définie sur R par
(v2az)?
f(x):e*‘”z:e* 2, a>0.
On a alors . ) ,
/f Je &% dy _/ - Lo ey = —— | e Te Vaa'du
2a JR

or si G(u) e_% alors

i.e.

flo = /2 b

On peut donc appliquer la formule de Poisson, de sorte que

\/>Z 4“_2”2 —dan?m?

meZ meZ
En particulier, si 6(¢ Z g mm’? pour t > 0 alors
mEZ
2 2,2
_ Z €—7rtm _ Z €—4a7r m
meZ meZ
ol a = ﬁ, d’ou
1 /= 472 1
0(t) = —/— e T —0 - .
=g s D T T 9
meZ meEZ

Lecons concernées

39 Transformation de Fourier et produit de convolution
40 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples
41 Exemples d’utilisation de fonctions définies par des séries

46 Développement d’une fonction périodique en série de Fourier. Exemples et applications
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THEOREME DE REPRESENTATION CONFORME

Théoreme. — Si Q est un domaine simplement connexe de C, distinct de C, alors il existe un biho-
lomorphisme f:Q — A (ou A est le disque unité ouvert de C).

Restriction du probleme. —

Soit zg € Q et a € C\Q. Puisque 'application z — z—a est holomorphe sur 2 et puisque €2 est simplement
connexe, il existe g € H(Q) telle que e9*) = z — a pour tout z € Q; cette fonction g est clairement
injective. Le théoreme de I’application ouverte montre qu'il existe € > 0 tel que D(g(z0),e) C g(2) donc
D(g(z0) + 2im,e) N g(Q) = 0 et il sensuit que |g(z) — (g(20) + 2im)| > €. Donc la fonction

1
s
9(z) — g(20) — 2im

est holomorphe, injective et bornée sur €). Par conséquent, il existe un biholomorphisme de €2 sur un
ouvert borné de C. Quitte a composer par une translation puis une homothétie, on peut donc supposer
que 2 C A et que § contient 0. O

Ezistence d’une “bonne” dilatation. —

On note :

— A l’ensemble des fonctions holomorphes injectives f : 2 — A telles que f(0) =0,

— B lensemble des f € A telles que |f/(0)] > 1.

Puisque B contient I'identité, B n’est pas vide. De plus, il s’agit d’un ensemble borné de H(2) puisque
|f(2)] <1 pour tout z € Q. Soit (fy,), une suite de fonctions de B tendant vers une fonction f € H(€2).
Pour tout n, on a f,(0) = 0 et |f/(0)] > 1 d’ou f(0) = 0 et |f'(0)] > 1; en particulier f n’est pas
constante. Pour tout z € A, on a |f,(2)] < 1 donc |f(z)] < 1 mais si |f(z)] = 1 pour z € A alors
le principe du maximum montre que f est constante; il s’ensuit que |f(z)] < 1 pour tout z € A.
Enfin, d’apres le théoreme de Hurwitz, le fait que les f,, soient injectives implique que f est injective.
Finalement, on a f € B i.e. B est fermé. D’apres le théoréeme de Montel, B est un compact de H(2).
Puisque I'application ® : B — R, g — |g¢’(0)| est continue, il existe f € B tel que ®(f) soit maximal.
Alors |f/(0)| est a fortiori maximal parmi les |¢’'(0)| tels que g € A. O

Conclusion. — Supposons que f ne soit pas surjective alors il existe a € A tel que a ¢ f(€2). Puisque
) est simplement connexe, il existe F' € H(Q2) telle que pour z €

Fe) _ ) —a

1—af(z)
Puisque ¢ — % est un biholomorphisme du disque et puisque f est a valeurs dans A, 'application F'
est une fonction holomorphe de € dans le demi-plan {(;Re ¢ < 0} qui est injective. On pose alors pour

tout z € Q F(2) - F(0)
AN )

Alors g est une fonction holomorphe et injective dans € vérifiant g(0) = 0. De plus, on a |g(z)| < 1 pour

tout z € € puisque ¢ < 1 pour tous u,v € C de partie réelle < 0. Donc g € A.
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Enfin, on a ¢/(0) = #% or F'(0) = (@— 1)(0) d'on

1—aa
"0)| = ——— | (0] > |f (0
‘g()‘ 2|a|log|é“f()‘ ‘f<)‘
puisque #—210g% > 0 pour tout 0 < ¢ < 1. O

Lecons concernées

03 Utilisation de la notion de compacité

04 Connexité. Exemples et applications

19 Problemes d’extremum

44 Fonctions d’une variable complexe, holomorphie. Exemples et applications

45 Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C

Compléments

Les calculs...—
e Soit u,v € C avec Re u < 0 et Re v < 0, alors

ZI_Z|<1 —= w-—uff <o+uf = W—u)(T-7) < (v+1)(T+u)
mais (v + @) (0 + u) — (v —u) (v —u) = vu + uv + vu + uv = 4Re (u)Re (v) d’ou
v_g <1 <= Re (u)Re (v) >0
v+u

ce qui est assuré par le fait que Re u et Re v sont de méme signe.

e Onag(z) = % d’ou

donc
S0y - PO +FO) Pl
(£(0) + £(0))? F(0) + F(0)
D’autre part, on a ef'(?) = ff?ﬂ; d’ou
i FERO-af(:) +af ) )
| me) (I—a/ )
/ f(2)(1 — a)
PO = Te —at-are)
donc puisque f(0) =0 o ) '
PO = o —wt —afon ~ 06D
On a donc
F'(0) a—,

or Re F(0) = Re (log(—a)) = log|a| = —log ﬁ d’ou
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donc
/ 1 - ‘a‘z '
19'(0)] = o————+|F'(0)].
2\allogm
e Posons ¢(t) = % —2log 1 alors ¢/(t) = —t% —-1- 2_11//52 =—(1+ %)2 < 0 i.e. ¢ décroit sur ]0, 1]

mais ¢(1) = 0 donc ¢(t) > 0 pour tout 0 < ¢t < 1.

Biholomorphismes du disque. —

Proposition. — Si f: A — A est un biholomorphisme alors il existe a € A et 0 € R tel que

, z—a
2) = €%94(2) ot ga(2) = .
f(z) 9a(2) 0 ga(2) = ——
Démonstration. — Montrons tout d’abord que g, est un biholomorphisme du disque. On a
Z—a 2 _ 2 _ — _
e <l <<= |z—a|"<|az—-1|" <= (z—a)(Z—a) < (az —1)(az — 1)
az —
i.e.
z—a
— 1 <l <= 2zZ—az—zataa<azaz —az—az+1 < zzZz+aa < azaz+1
az —
donc
z—a
—] <l <= 2zZz—azaz<l—aa <= 2Z(l—aa)<1l—aa < zz< 1.
az —

Donc g, est a valeurs dans A. D’autre part, on a

z—a _ _ w—a
W= = 1<:>azw—w:z—a<:>z(l—aw):a—w<:>z:
az —

aw — 1

i.e. ga © go = Ida et il s’ensuit que g, € Aut(A).

Soit f : A — A un biholomorphisme, on note a = f~1(0) et h = f o g, alors h est un biholomorphisme
(comme composée de biholomorphismes) et vérifie h(0) = 0. D’apres le lemme de Schwarz, on a donc
Ih(2)] < |z| et [h71(2)| < |2| pour tout z € A; en particulier, il s’ensuit que |2/(0)] < Let |(R71)'(0)] < 1.
Or on a hoh™' =1Ida donc &'(h71(0))(h™1)'(0) =1 d.e. B'(0)(h™)'(0) =1 d’ont [W/(0)] [(h™1)'(0)| = 1.
Il s’ensuit que |7/(0)| = 1 donc, toujours d’apres le lemme de Schwarz, il existe # € R tel que h(z) = €z
pour tout z € A. Donc f(2) = f 0 ga(9a(2)) = h(ga(2)) = €?ga(2). O

Existence d’une détermination du Log sur un domaine simplement connexe. —

Proposition. — Si Q est simplement conneze et f € H(Q) ne s’annule pas alors il existe g € H(2)
telle que f(z) = e9%) pour tout z € Q.

Démonstration. — Soit zg € €2, puisque §2 est simplement connexe, il est cohérent de définir une fonction
holomorphe g en posant pour tout z € (2
/
9= [ 194
[20,7] f(C)

Alors
d - - - - f'(2) -
il 9(z)\ — ¢ 9(z) _ / g(z) _ ¢ 9(z) _ 9(z) —
£ (@) = F)e) — f(2)g (e = f1(2)e) = f() 5 e =0
donc il existe ¢ € C tel que f(2)e 9(3) = e pour tout z € Q i.e. f(z) = e9®)*¢ pour tout z € Q. O
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Sur I’'unicité du biholomorphisme. —

Théoreme. — §i 2 # C est simplement connexe alors il y a unicité du biholomorphisme f : 1 — A
tel que f(0) =0 et f'(0) > 0.

Démonstration. — Si f et g sont deux tels biholomorphismes alors h = f o g~ ! est un biholomorphisme
de A sur A donc il existe a € C et § € R tels que h(z) = ezgazz__“l pour tout z € A. Mais on a h(0) =0

donc €=% = 0 i.e. a = 0 donc h(z) = —e*z pour tout z € A. Enfin, on a #'(2) = f'(g7(2))(¢71)'(2)

donc 1/ (0) = f'(g71(0)) (g~ 1) (0) = g:gog i.e. —e¥ >0 donc § = 7 et on a finalement h(z) = z pour tout
ze A, dou f=g. O

Sur le probleme d’extremum. —

On a vu que si Q C A est simplement connexe et si f : 2 — A est holomorphe injective avec f(0) =0
et telle que |f’(0)| soit maximal parmi les fonctions de ce type, alors f est surjective; la réciproque est
aussi vraie. Considérons un biholomorphisme ¢ :  — A et une fonction f : @ — A holomorphe avec
g(0) = f(0) =0, on pose h = g~' o f alors h(0) = 0 donc, d’apres le lemme de Schwarz, on a |h/(0)| < 1

pour tout = € A. Or 1(0) = (¢71) (f(0))£'(0) = Jrgy Ao |/(0)] <1g'(0)]

Les biholomorphismes de C. —
Soit f : C — C un biholomorphisme alors f(z) = Zanz” est de rayon de convergence infini donc la
n>0
fonction h définie pour z # 0 par h(z) = Z Z—Z est holomorphe sur A\ {0}. Soit £ > 0 et zg € A tels
n>0

que D(zp,p) N D(0,e) = (. D’apres le théoreme de P'application ouverte, h(D(zp, p)) est un ouvert non
vide de I'image de h or h est injective (comme composée de fonctions injectives) donc h(D(0,¢)\ {0}) ne
peut pas étre dense dans C i.e. d’apres le théoréme de Casorati-Weierstrass, h n’a pas une singularité
essentielle en 0. Donc on a a, = 0 pour n assez grand i.e. f est un polynéme. Puisque f est injective,
il s’agit d’un polynome de degré exactement 1 i.e. il existe a € C* et b € C tels que f(z) = az + b pour
tout z € C.

Les biholomorphismes du disque sur le carré. —

Soit f un biholomorphisme de A sur le carré unité C' qui fixe 0. On note r la rotation d’angle 3 et on
pose g = f~Loro f alors g(A) C A puisque le carré est invariant par cette rotation. De plus g(0) = 0
et un calcul rapide donne ¢’(0) = (f71)'(0)7'(0)f/(0) = i, le lemme de Schwarz donne donc g(z) = iz
pour tout z € A. On a donc f(iz) = if(z) pour tout z € A.

Référence

H. Cartan, Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurs variables complexes, Hermann, 1985.
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FORMES LINEAIRES ET CONNEXITE

Soit F un R-espace vectoriel normé et ¢ une forme linéaire sur E, on pose H = ker ¢.

Proposition. — ¢ est continue si et seulement si E\ H n’est pas connexe par arcs.

Démonstration. — Si ¢ est continue alors E \ H est la réunion disjointe des deux ouverts
{zr € E;¢(x) >0} et {xe€ E;¢(x) <0}
donc E \ H n’est pas connexe.

Réciproquement, supposons que ¢ ne soit pas continue. Puisque les ensembles {z € E;¢(x) > 0} et
{z € E;¢(x) < 0} sont convexes, il s’agit de parties connexes par arcs donc il suffit de construire un
chemin continu entre a € F tel que ¢(a) = 1 et —a. Le fait que ¢ ne soit pas continue si traduit par

Je>0/Va>0,dzcE/ |z <a et ¢(x)>e.

Ellu’;oH )

Posons g = a alors (pour o = ,on a
_ . €z __
dr;1 € E/ |lz1]| < H2OH et ¢(xy) >¢
puis on pose
1
X1 = —F—I1
o(x1)
de sorte que ¢(x1) =1 et
Loy o by Lellzoll _ [loll
1l = — |71l < = ||z1]| < ——— = ——.
ol = e Il < 2l < 22150 = 1

En réitérant le procédé, on construit ainsi une suite (z,)n>0 de E vérifiant pour tout n > 0

¢(an) =1, [[Tnpll <lznl et 2 —— 0.
n—-+0o0o

Par ailleurs, on a £ = H @ Ra donc, pour tout n > 0, on peut écrire z,, = h, + Aya avec h, € H et
An € R. Mais on a ¢(z,,) = ¢(a) =1 et ¢(hy) =0 donc A, =1 i.e. x,, = hy, + a pour tout n > 0.

On peut donc considérer une application f :]0, ||xg||]] — E en posant

1
vt Elllznalls lzalll , f(E) = 5
n n

et cette application est continue sur |0, ||zo||] puisque f(||xn||) = xn + h, et f est affine par morceaux.

((lznsall = O)(@n + hn) + (€ = l[2n])) (01 + b))

Pour tout ¢ €] ||zp41, [|znll], on a

0 !

= 7 Uzl =) + (¢ = llzal})) =1
[Znall = llnl]

donc f est un chemin continu dans E \ H.
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Enfin, pour tout ¢ €] [|[zp+1|l, ||zn]], on a
a(l[#nall =) + a(t = ||lznl))

fO) +a =0+ = = Tl
(nsall = O+ n+ ) + (¢~ [nll)@nss + hugs + )

[Znt1ll = [l
= Tl =Tzl ((lznsall = t)zn + (¢ = [lanl))zni1)

d’out 5

1£(t) +all < [ (€ = lznsal) llznll + (J2nl] =) 20 l) = 2t
et il s’ensuit que

f(®) o @
= —a, on a bien construit un chemin
O

Ainsi, quitte & prolonger f par continuité en 0 en posant f(0)
continu dans F \ H d’extrémités —a et f(||xgl|) = xo + ho = a.

Lecons concernées

04 Connexité. Exemples et applications
10 Applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés. Exemples et applications
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SOUS-GROUPES COMPACTS DE GL,(R)

Proposition. — Soit E un espace euclidien de dimension N et H un sous-groupe compact de GL(FE).
Si K est un convezxe compact de E tel que w(K) C K pour tout w € H, alors il existe a € K tel que
u(a) = a pour tout u € H.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que ﬂ {z € K;u(x) = 2} # () donc, puisque K est compact et

ueH
puisque {x € K;u(z) = x} est fermé pour tout u € H, il s’agit de montrer que si uy,...,u, € H alors
P

ﬂ{x € K;ui(x) =x} #0.

On pose v = %(ul + .-+ 4 up) alors on a v(K) C K par convexité et puisque u;(K) C K pour tout
1 <i<p. Sizg€ K est fixé, on note zj, = 1(zo + v(zo) + -+ + olF=1(xq)) alors

v(zy) = % (v(xo) + ol () + - - - + 0¥ (mo)> = xp — %wo + kv[k]( 0)-

Puisque la suite (z)x est a valeurs dans le compact K, on peut en extraire une sous-suite (7)) qui
converge vers un élément a € K. On a alors

1
HU( H = - H:Jco - vk](;go)H < Ediam(K) PR 0

or Ty —— a et v est continue d’olt v(a) = a.
k—+o00

Siz € K est fixé alors u € H — ||u(z)|| est continue sur le compact H donc on peut poser
[l = sup [u(=)]] -
ueH
Les relations [[Az|" = [A||lz]|" et |z +y|" < [|=]" + |lyl|" sont claires et si ||z|| = 0 alors u(x) = 0

(i.e. € keru) pour tout v € H mais H C GL(RY) donc 2 = 0. Donc || ||" est une norme sur RY. Qui
plus est, pour tout f € H, on a

l2]|” = sup [lu(z)]| = sup fuo f(x)|l = sup Ju(f(@))l = |f(@)II.
ueH (uof)eH ueH
D’autre part, on peut supposer que la norme || || est la norme euclidienne. Si ||z + || = ||=||" + ||y
alors il existe ug € H tel que ||z +y||' = |Juo(z + y)|| = |Juo(x) + uo(y)|| (en effet, le sup est atteint en

un certain ug € H) or
2
Iz + I = lluo(2) + uo(m)|* = l[uo(@)[|* + [luo(®) 1 + 2 [luo ()]l [[uo(y)| , ,
< 2l + lyll"™ + 2 [luo (@) | [uo(y)
d’ou
lluo ()12 + lluo(W)1* + 2{uo(@), uo(y)) = lluo(@) |1 + luo(y)[I* + 2 [|uo ()| [luo(y)]
i.e. (up(x),uo(y)) = |luo(x)|| [|[uo(y)|| donc il existe A > 0 tel que ug(z) = Aug(y) ou up(y) = Aug(x). En
composant par ual, onax=A\youy=A.
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e Puisque v(a) = a, on a
/

1 _ 1
lall” = llv(a ZUk a) + up(a - Z *I!Up(a)|!'< Z lur(a) || = ZH@H = |la|’
p k=1 gt
d’ou
p—1 / /
12 ukla) + up(a f||up<a>||’
k=1
et d’apres le point précédent, il existe A, > 0 tel que
154 1
- ugla) = Ap—up(a) ou A,— Zuk fup a).
P4 p

Le cas ou A\, = 0 correspond a a = 0 donc a est alors clalrement un point fixe commun aux u; puisque
ce sont des isomorphismes. On peut donc supposer qu’il existe A, > 0 tel que

~1
1% 1
=) uk(a) = Ap—up(a)
k=1 p
puis (en substituant ci-dessus)
Apt+1 1
e up(a)]" = \Mpup( W+ = llup(a)]” = llall
p
or |[uy(a)||” = |ja||’ donec A\, =p — 1, d’'on

Zuk () = A1) + ,() = (0

Ce qui a été montré pour I’ 1nd1ce p peut en fait étre fait pour n’importe quel indice 1 < i < p donc on a
P

en fait u;(a) = v(a) = a pour tout 1 < i < n. En particulier, on a bien ﬂ{w € Kyuj(x) =z} #0. O
i=1

Proposition. — Si G est un sous-groupe compact de GLy,(R) alors il existe P € GL,(R) avec
PGP~ C O(n).

Démonstration. — e On considere I'application p : G — GL(Sym,,), A — pa ot pa(S) = 'ASA. Cette
application est bien définie puisque *ASA € Sym,, lorsque S € Sym,, et pa est inversible (d’inverse
pa-1). L’application p est la composée de I’application A — (A, A) et de I'application bilinéaire (A, B) —
(S +— 'ASB) donc p est continue.

e Puisque p est continue sur le compact G, le groupe H = p(G) est compact. D’autre part, ’ensemble
E={'MM;M € G} est compact donc (d’apres le théoréme de Carathéodory), son enveloppe convexe
K est compacte. Les éléments de € sont des matrices symétriques définies positives (puisque ‘MM est
symétrique et, pour tout X € R"™ non nul, on a MX non nul, dott !X( ‘MM)X = {(MX)MX =
|MX|* > 0) or Sym}* est convexe donc K C Sym}*. Enfin, si B € K, alors il existe a € [0,1],
MM € Eet EINN € € tels que B =a MM + (1 —a) !NN; considérons un élément v € H, on a
u = p4 pour un certain A € G, d’ou
wB) =au( tMM)+ (1 —-a)u( 'NN) =apa( ‘MM) + (1 —a)pa( ENN)
=alA('TMM)A+ (1-a) tA('NN)A=a (MA)MA+ (1 —a) {(NA)NA

or A€ G donc MA,NA € G donc u(B) € K. On a donc montré que H est un sous-groupe compact
de GL(RY) (ot N est la dimension de Sym,} ™) et K est un compact convexe de Sym, ™ ~ RY qui est
stable par tous les éléments de H. D’apres la proposition précédente, il existe S € K tel que u(S) = S
pout tout u € H i.e. pa(S) = S pour tout A € G, ce qui signifie que ‘ASA = S pour tout A € G.

e Enfin, la matrice S € K est symétrique définie positive donc il en est de méme de la matrice S~ ;
il s’ensuit que S~! admet une racine carrée symétrique définie positive i.e. il existe une matrice R
symétrique définie positive telle que S = R?2 = ‘RR. Pour tout A € G, la relation *ASA = S s’écrit donc
PA'RRA= 'RRie 'RTVIA'RRAR™! =1, dou Y(RARY)RAR™ ! =1, i.e. RAR™' € O(n). O
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Lecgons concernées

03 Utilisation de la notion de compacité
06 Utilisation de théoremes de point fixe

11 Utilisation de la dimension finie en analyse

Référence

M. Alessandri, Thémes de géométrie. Groupes en situation géométrigue, Dunod, 1999.
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. , (_1)E(ﬁ)
ETUDE DE LA SERIE g —
n>1 n
—1)E(Vn)
On pose a, = % alors |a,| = n% donc cette série converge absolument pour a > 1 et diverge
pour o < 0. On suppose désormais que 0 < o < 1.
Pour tout n > 1, on pose
(n+1)2-1 1
by =apz + -+ apenz = (=1)"8p ot By = Z ko
k=n?2

La décroissance sur |0, 4+o00[ de I'application t — ti& montre que

2n+1 2n +1
CESE

et il s’ensuit que 3, ne tend pas vers 0 pour 0 < a < % Donc la série Y b, diverge et le théoreme de
sommation par tranches assure que la série Y a,, est alors aussi divergente.

On suppose maintenant que i < a < 1. L’encadrement de (3, ci-dessus montre que f3, tend vers 0.

2
D’autre part, la décroissance sur |0, +oo[ de 'application t — t% donne fkk—H % < k:% d’ou

(n+1)2 (n+2)2-1
ﬁn > / 6% =1, et ﬁnJrl < / dfz = Jn+1
n?2 t (n+1)2-1 t

d’out

Bn - ﬁnJrl Z In - Jn+1-

Pour%<a<1,ona

et

d’ou

do— 2 1
In - Jn+1 = 2 + O <n2a+1>

au voisinage de 4+o00. Donc la série ) b, converge.

Pour aa =1, il existe N > 1 tel que I, — Jp+1 > 0 dés que n > N et on a a fortiori B, > Bp41. Donc la
série Y by, converge d’apres le théoreme des séries alternées.

Dans les deux cas, la série somme par tranches converge et a,, est de signe constant sur chaque tranche.
o 1
Donc la série )  a, converge pour a > 3.
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na
n>1

Lecgon concernée

30 Illustrer par des exemples et des contre-exemples la théorie des séries numériques

Référence

E. Ramis, C. Deschamps et J. Odoux Ezercices d’analyse 2, Masson, 1993.
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THEOREME TAUBERIEN FORT

Théoréme taubérien d’Hardy-Littlewood. — Si (a,), est une suite réelle avec a,, = O(L), telle

que > apx™ a un rayon de convergence > 1 et que sa somme vérifie lim F(x) = £ alors la série
n>0 r—17

> ay converge et sa somme vaut £.

Démonstration. — Quitte a considérer la suite (by,),, définie par by = ag — ¢ et b,, = a,, pour tout n > 1,
on peut supposer que ¢ = 0. On consideére alors ’ensemble © des applications 6 : [0,1] — R telles que

Z anf(x™) converge pour 0 <x <1 et lim Zanﬁ(x") = 0.
n>0 rz—1 >0

L’hypothese sur la série > a,x™ assure que les polynémes sont dans ©.

1

e On considere la fonction g : [0,1] — R définie par g(t) = 0 pour 0 < ¢ < ;5 et par g(t) = 1 pour
% <t<1l.Si0<z<1lalorsona0<z"< % des que n > —iggi et il s’ensuit en notant N, la partie

N,

s log 2

entiere de _1g§x que : V0 <z <1, Zang(q:”) — Za"'
n>0 n=0

Si on montre que g € © alors on aura bien la convergence de Y ay,.

e On définit h : [0,1] — R par h(0) = —1, h(1) =1 et

1

t
h(t) = 5y pour 0<t<lie h(t)= til
t

w0
—
o
IN
~

&z
N[ —
IN
~
IN A
—_ N[

Soit € > 0, on considére s; et so continues telles que s; < h < s9 et / (s2(t) — s1(t))dt < e alors,

0
d’apres le théoréeme de Weierstrass, il existe ¢1 et to polynomiales sur [0, 1] telles que [t; — s1] < € et
|ta — so| < e. Sion poseu; =t —¢c et ug =ty —e,on aalors u; < s1 < h < sy <ug et

1 1 1
/ (uz(z) — up(z))dr < / (ta(x) — ti(x) + 2e)dx < / (s2(x) — s1(x) + 4e)dz < be.
0 0 0

Les polynoémes pi(z) = z + z(1 — x)ui(z) et p2(x) = x + x(1 — z)us(x) vérifient p;(0) =0, p;(1) =1 et
p1 < g < po; il s’ensuit que le polynome

—M—ua:—uxvérie lx:c
q(x) = (-2 2(x) 1(x) fi /Oq( )dx < 5e.
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e On a g( ") = 0 dés que 2" < 3, donc la série Y ang(x™) converge pour tout xz € [0,1[. Puisque

an = O(2), il existe M > 0 tel que |an| < M pour tout n, donc on a pour tout x € [0,1]
—+o0

S ang(a™) - Zanm(x < Z lan] (p2 — p1)(@")

n=0 n=0

<MZ "=t )

+oo
< M(1-—2x) Zm”q(x”
n=1
i.e.
)+ M(1—x) Zm q(x
n=1
+oo
Comme p; € O, il existe 0 < A < 1 tel que ) appi(z™) < e donc
n=0
+oo
Vo € [\ 1], <e+ M1 -1z qu ™.
n=1

e Il suffit donc, pour conclure, de montrer que pour tout polynome f, on a
1

+oo
(1—2)y a"f(z") —— [ f(t)dt

r—1- 0

et, par linéarité, on peut se limiter au cas ou f(t) = z¥. Dans ce cas, on a pour tout z € [0,1]
+o0

1—2z
k+1\n
1—1’2“'”1” =(1-2)) (@)= —p
n=0
i.€.
1 1
1— n ny _
(=2 2" /") I+az+-+azk o= k+1
1
et on a bien le résultat souhaité puisque = / t*dt. ]
k+1 0

Lecons concernées

07 Prolongements de fonctions. Applications
23 Convergence des suites numériques. Exemples et applications
24a Comportement asymptotique des suites numériques. Exemples
27 Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle.Exemples et contre-exemples

29 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries
numériques. Exemples

34 Interversion d’une limite et d’une intégrale. Exemples et applications
40 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples
47 Exemples de problemes d’interversion de limites

48 Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynémiales ou polynémiales par mor-
ceaux. Exemples
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Compléments
Un exercice classique. —
Proposition. — Si (u,), est une suite positive décroissante telle que > u, converge alors u, = o(L).
+oo
Démonstration. — Soit € > 0, puisque »_ u,, converge, il existe N € N tel que Z U, < € et comme
n=N+1

la suite (uy), est décroissante, on a pour tout p > N

(p—N)up <unyi +unt2+ - +u, < Z Uy < E.

n=N+1
Sip> 2N alors & 5<p—N donc & Sup < € i.e. pup < 2¢ et on obtient hril puy, = 0. ]
p—-+oo
Le théoréme taubérien faible. —
Proposition. — Si f(z Zan " est une série entiére de rayon de convergence 1 telle que a, =
n>0
o(1) et lim f(z) =S eziste alors Zan converge et Zan =S5.
r—1—
n>0 n>0
N
Démonstration. — Pour tout N > 0, on pose Sy = >_ a,, alors pour tout x €]0, 1] et tout N >0, on a
n=0
+00
Sy — f(z Zanl—x Z anx”
n=N+1

oronapour 0 <zx<1

l—a2"=(1—-2)1+z+-+2"") <n(l -z

d’ou
+00 n
1Sy — f()] < Z jan| (L —2)+ Y lan] 2"

n=N+1

Puisque la suite (kag)i tend vers 0, on peut en considérer un majorant M, on obtient
1 =
SN — < NM(1- — < NM(1- _ .
S = SO < NMO=0) 4 3 suplonl 35 &< NM( =)+ s sup o
Soit 0 < £ < 1, d’aprés ce qui précede, on a
‘SN f(1— —)‘ < M5+ — Sup n |ap|
N € n>N

or la suite (kag)x tend vers 0 donc il existe Ny € N tel que sup n|a,| < £ d’ott

n>Nog

YN 2 No, [Sv - £ - o) < (M +1)e
Puisque f(x) tend vers S lorsque z tend vers 17, il existe N1 > Ny tel que
YN =N, |S-f0- )| <e

N

d’oul
YN >Ny, |S— Sy| < ‘s £ 1_7 ( \sN £ 1_N)’ < (M +2)e

i.e. Sy tend vers S quand N tend vers I'infini. O
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Le théoréme d’Abel non tangentiel. —

Proposition. — Si f(z) = Z anz" est une série entiére de rayon de convergence > 1 telle que Y ap
n>0
converge. Pour 0 < 6y < 5, on considere le secteur

Ngy={2€C; |z]<1etIp>0,30€[0p,00) ) z=1-pe}
alors lim f(z):Zan.

ZGAeo n>0
“+oo
Démonstration. — On note S = Z an et R, = Z ay, pour tout n € N. Soit z € C avec |z| < 1, on
n>0 k=n+1

effectue la transformation d’Abel a,, = R,,_1 — Ry, alors
F2)=8=> an(z" =1)=> (Ru1— Rp)(z" = 1) =Y Ry(z""' = 1) = Y Ru(2" - 1)
n>1 n>1 n>0 n>1

donc

fz)=S=(z=1)> Rp2".

n>0
Soit € > 0 et N € N tel que |R,| < € pour tout n > N alors, pour tout z € C avec |z| < 1, on a

N +o0

N
z—1
1) =81 =1l |S0 Ros| #els=1] Y Bl Sle= U S IRal 4oy
n=0 n=N+1 n=0
N
et il existe o > 0 tel que pour |z — 1| < a on ait |z — 1] Z |Ry| < e i.e.pour |z —1| < aet|z] <1, on
a n=0
|z =1
-S| <el1 :
1) -sl<e (14557

Siz € Ag, alors z =1 — pe' avec p > 0 et —fy < 0 < 6y donc \z\Q =1—2pcosf + p?, d’ott (puisque
2| <1)

|z—1|_\z—l\(1+]z\)<2]z—1]_ 2p B 2
1—|z| 1—|z\2 - 1—|z[2 "~ 2pcosf —p2  2cosf —p
et pour p < cos by il vient
2 — 1| 2 2
< = .
1—|z| =~ 2cosfy —cosfy  cosby

Ainsi, si z € Ay, et si |z — 1| < inf{a,cosb}, on a

10 -sl<e (1 2p)

cos by

donc f(z) tend vers S = Z ap quand z tend vers 1. O
n>0

1)
Exemples. — On considere la série Z 2(_1_)1
n

(" D, ™
1 =1 t = tanl = —.
Z 11m Z 1m arctanx arctan 4

alors

= x
o 2n+1 x—1— "0 2n+1 x—1—
s . (=1t
On considere la série Z -~ alors
n
-1 n—1 -1 n—1
Z =V lim Z Lx” = lim log(l + z) = log 2.
n x—1— n r—1—
n>1 n>1
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Remarque. — Soit (ay), une suite de C et soit (b,), une suite d’applications d’un ensemble 7" dans
C. Si Y a, converge et s'il existe ¢ > 0 avec
n>0

sup » _ [bu(t) = bn1(t)| < ¢ et sup|b,(t)| < e
teT n>1 n,t

alors E anby(t) converge uniformément sur 7.
n>0

n
En effet, posons r, = > a;, Sp(t) = > a;b;(t) et p, = sup |ry,|, alors pour ¢ >p >0 on a
j=0

j>n m>n
q q q q+1
So(t) = Sp(t) = D agbi(t) = > (rj—rpr0)bi(t) = D wibi(t) = Y ribja(t)
j=p+1 J=p+1 Jj=p+1 Jj=p+2
i.e. .
Sq(t) — Sp(t) = Z 7 (0j(t) — bj—1(1)) + rp+1bp41 () — rgs1bg(t)
Jj=p+2
d’ou

q
|5q(t) = Sp(t)] < Z pp 05 () = bj—1(t)| + pp [bp+1(t)] + pp bg(t)| < 3cpy

J=p+2

et il s’ensuit que pour ¢ > p > 0 on a

sup [,(t) — S,(1)| < 3cp,
teT

et comme p, —— 0, on a bien la convergence uniforme des S,.
p—+o0

On en déduit une preuve rapide du théoreme non tangentiel d’Abel. On pose b, (z) = 2" sur le secteur
T et on considie z = 1 —re. Si r = 0 alors b,(2) =1 = b,_1(2) donc 3. |bp(t) — by_1(t)] = 0. Sir >0
n>1

alors (en choisissant r < p < 2cos )

S o) = ba ()] = S a1z < 22l 2

2 —_—
= = 1— |z 2cosby—p

alors ¢ = > 1 vérifie aussi |b,(2)] < 1 < ¢ pour z € T. Donc la série converge uniformément

2
2cosbo—p
sur le secteur. Notons en particulier que la série converge uniformément sur [0, 1].

sinnt w—t
Application. — Pour tout 0 < t < 27, on a Z = .
n

2
n>1

La série entiere ) &n"tz" est de rayon 1 et converge en 1. Pour 0 <r < 1 et u € R, on pose

n>1
sinnt rsinu
u) = r" et u) = arctan —
fr(w) Z n gr(w) 1 —7rcosu
n>1
alors ) )
, re' rcosu —r ,
u) = Re — = =q(u
fr(w) 1—reiv 1 —2rcosu+ r2 9r(v)
or fr(0) = g-(0) donc fr(u) = gr(u) pour tout u € R. D’apres le théoréme d’Abel, on a donc
sin nt sin nt rsint sint
Z = lim Z " = lim arctan —— = arctan —
& on r—1m 4 r—l— 1—17rcost 1 —cost
int 2sin £ cos £ t ¢
or S = 25512% 2 =tan(5 — 5) et —§ < 75 < § donc
sin nt T —t T—t
= arctan tan 5 = 5
n>1 n
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Un autre théoréme taubérien. —
n
Proposition. — Soit (a,), une suite décroissante de réels positifs, S, = > ar et 0 < o < 1 alors
k=0
1 1
Ay ~ — <> S ~ .
" po " (1 —a)naet
Démonstration. — Le sens direct est facile. Réciproquement, posons ¢ = lim inf n%a,, et L = lim sup n®an,

on considere § > 1 et m = [nd] alors la décroissance de (a, ), donne
Sm—Sn =any1+ -+ am < (m—n)a, < (§ —1)na,

a—1 1 1
) m* S, —n* S, .

d’ou pour tout n > 1
1 _ 1 n
na, > 5_1na 1(Sm_Sn> > 51 [(m
Puisque m ~ nd on a
1 1 1 0 t—1
EZI i f o >7 60[*1 —_ g
lmm”a"—é—J 1-a 1—04} l-a 6-1
> i 1—a)=1.
_63%1—0[( @)

d’on
On considére maintenant 0 < 6 < 1 et m = [nd] alors
Sp—Sm =amt1+ -+ an, < (n—m)ay
n >a—1i|

d’ou pour tout n > 1
n“a, < n® 1S, —mets (
d’ou 51
1 1 1 1 1-6"¢
L =1 “a, < = ol = ——
s a”1—5[1—a 1-a ] l-a 1-0
puis
1 1-4t@ 1
L < lim = 1—a)=1.
Téotl—a 1-96 1—a( )

On a donc limsupn®a, <1 < liminfn%a,, i.e. ap, ~ 5. O

Remarque. — L’hypotheése de décroissance de la suite (a,, ), est indispensable pour la seconde partie ;
il suffit par exemple de poser a,, = ﬁ si n > 2 est pair et a, = 0 sinon.

Références
X. Gourdon, Les maths en téte. Analyse, Ellipses, 1994.
C. Zuily et H. Queffélec, Eléments d’analyse pour l’agrégation, Masson, 1995.
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THEOREME DE TIETZE

Lemme. — Soit T € L(E,F) ou E et F sont des espaces de Banach.

On suppose qu’il existe 0 < o < 1 et C' < oo tels que, pour tout y € F vérifiant |ly|| < 1, il existe
x € E tel que |x] < C et ||y — T(z)| < a. Alors, pour tout y € F vérifiant ||y|| < 1, il existe v € E tel
que y =T(z) et |z| < %

Démonstration. — On construit par récurrence une suite (z,)n,>1 vérifiant
lznll < C et |ly—T(x1) —aTl(xy) — -+ —an—1T(x,)| < ™.
Par hypothese, z1 existe. Supposons z1, ..., x, construits alors
y—T(x1) —aT(x2) — - —an—1T(z,) ‘ -1
o <

donc il existe z,+1 € F tel que |x,41] < C et
H y—T(x1) — aT(x2) — - —an—1T(z,)
an

- T(xn—&-l)

7.€.
ly —T(z1) — aT(z2) — -+ —an — 1T (z,) — a"T(xp41)]| < o™t

“+oo

On pose alors = = g oz, (il s’agit d’une série normalement convergente dans ’espace de Banach
n=1

E donc convergente) alors on a

C

11—«

+o0
lfl <> la|| <
n=1

et en passant a la limite dans la relation
ly =T (x1) — - —an = 1T(z,)[| < "
on obtient bien T'(x) = y. O

Théoréme. — Soit Y un fermé d’un espace métrique (X, d) et go : Y — R continue. Alors gy admet
un prolongement continu fo: X — R.

Démonstration. — On note CP(X,R) (resp. C)(Y,R)) I'espace des fonctions continues bornées définies
sur X (resp. Y) a valeurs réelles muni de la norme || f||,, = sup |f(x)| (resp. || f]l,, = sup|f(y)|) et on
zeX yey

considere 'application “restriction & Y”
Soit g € C)(Y,R) telle que [|g||,, < 1, on pose
1

1
YT={yeYv; 39y slp et Yo ={yeY; —1<g(y) < -3}
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et
1 d(ya Y_) B d(yv Y+)

) = 3d(y,Y ) +d(y, Y+)
alors f € C)(X,R) et [|f]| < 3. Montrons que IT(f) = gl < 2 en distinguant trois cas :
~siye Y alors g(y) — fy) = g(y) — 5 € 0, 30
—siye Y alors g(y) — f(y) = 9(y) + 5 € [-3,0],
sy Y\ (I UY) alors (o) — )] < la(0)] < )] < 3+ 5= &
On peut appliquer le lemme (avec o = 3 et C' = %) donc, pour tout g €
existe f € CP(X,R) vérifiant || || <1et T(f) =g.

Supposons maintenant que g € Cp(Y,R) vérifie [g(y)| < 1 pour tout y € Y. D’apres ce qui précede,
il existe un prolongement h tel que |h(z)| < 1 pour tout x € X. On veut montrer qu’il existe un
prolongement f de g tel que |f(z)| < 1 pour tout x € X : c’est fini si |h(x)| < 1 pour tout z € X, sinon
on pose f = uh ou

CY(Y,R) vérifiant [|g]| , <1, il

d(x, Z)
d(z,Y)+d(x,Z
alors f répond bien au probleme puisque v = 1 sur Y, |f(x)| < |h(x)| pour tout z € X et f(z) = 0 si
hz)| = 1.

Pour conclure, on considére un homéomorphisme ¢ de R sur | — 1,1[ alors ¢ = ¢ o gy admet un
prolongement f tel que |f(z)| < 1 pour tout = € X donc fy = ¢! o f prolonge bien g. O

u(z) = ou Z=A{ze X;|h(z)] =1}

Lecgon concernée

07 Prolongements de fonctions. Applications

Référence
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FONCTIONS A VARIATION BORNEE

Pour tout segment [a,b] de R, on note sub([a, b]) I'ensemble des subdivisions o de [a, ] :
a=z0<x1 < - <xp=>=.

Si o est une telle subdivision alors, pour toute application f : [a,b] — R, on note

n—1
vary(f) = Z |f(ht1) — fla)]
k=0

S’il existe M > 0 telle que var,(f) < M pour toute subdivision o de [a,b] alors on dit que f est a
variation bornée et on note

V(f,a,b) = sup wars(f).
oesub([a,b])

On suppose dans le lemme suivant que f est a variation bornée sur [a, b).

Lemme. — Si[c,d] C [a,b] alors fi.q est a variation bornée et on note
V(f7 Gy d) = Sup Uaro(f\ [c,d})'
oesub([c,d])
De plus, sia <z <y<z<b, alors V(f,z,y)+V(f,y,z) =V(f, x,z).

Démonstration. — Sio:c=x9 < x1--- < x, = d est une subdivision de [c, d] alors
oira<zyg<z--<xp<b
est une subdivision de [a, b] et il vient

vare(fleq) < varg (f) < M
et cette majoration est valable pour tout o € sub([c,d]) donc fj. 4 est & variation bornée.

Soit 01 : x = xp < x1--- < xp = y une subdivision de [z,y] et o2 1 y = yo < y1--- < Yy, = z est une
subdivision de [y, z] alors, on obtient naturellement une subdivision o de [z, z] en concaténant o et o9,
d’out

'Uara)l(f) +varg, (f) = Uar(f(f) < V(fv €, Z)

et cette majoration est valable pour tout o1 € sub([x,y]) et pour tout o2 € sub(ly, z]) donc

V(f,z,y) +V(f,y,2) <V(f,z,2).

Réciproquement, si o est une subdivision de [z, z] alors, quitte & ajouter le point y, on a naturellement
une subdivision o’ de [z, z] vérifiant vary(f) < vary (f). Si o’ est de la forme x = zg < z1--- < zp =
y<yp<---<yg=zonnoteoy:x=x9<T1--<Tp=yetoyg:y=yo <y <---<yq =z desorte
que

varg(f) < vare (f) = vare, (f) + vare,(f) <V (f,z,y) + V(f,y,2)
or cette inégalité est vraie pour toute subdivision o de [z, z] donc V(f, z,z) < V(f,z,y)+V(f,y,z). O
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Proposition. — Si g: [a,b] — R est de classe C! alors g est a variation bornée et

b
V(g,a,b) :/ ’g/(tﬂdt.

Démonstration. — Soit 0 : a = g < x1 < -+ < x, = b une subdivision de [a, b] alors, pour tout k, on a
Tk+1 Tk+1
steen) — o)l = | [ ga] < [ o) a
Tk Tk
n b
d’ott var,(g) = Z|g(xk+1 g(zk)| < Z/ lg'(t)| dt = / |g'(t)| dt et cette relation est vraie
k=0

pour toute subdivision ¢ de [a, b] donc g est a variation bornée et V (g, a,b) / ‘ g ‘ )| dt.

Soit 0 :a=x9 < w1 < --- < z, = b une subdivision de [a, b] alors le théoreme des accroissements finis
permet d’écrire g(ka) g(zk) = (fz:k+1 —21)g (0k), avec zp, < O < xg41, de sorte que

n—1

vare (g Z \9(@kt1) — g(zp)| = Z($k+1 S OIACHIE

k=0

Cette derniére expression est une somme de Riemann pour la fonction |¢'|, relativement & la subdivision

b
o pointée aux 0, donc var,(g) |—> / ‘g’(t)’ dt ou |o| représente le pas de la subdivision o, d’ou
o|—0 a

b
Vigah)= [ |0, =

Proposition. — Une fonction f : [a,b] — R est a variation bornée si et seulement s’il existe g,h :
[a,b] — R croissantes telles que f = g — h.

Démonstration. — Si ¢ : [a,b] — R est croissante alors, pour toute subdivision 0 :a =xo < 21 < --- <
x, = b de [a,b], on a

n—1 n—1
vare(f) =Y 1 (wre1) = flan)l =D (Flerr) — flar) = £(0) — f(a)
k=0 k=0

donc ¢ est a variation bornée. Puisque la différence de deux fonctions a variation bornée est aussi a
variation bornée, on obtient la condition suffisante.

Réciproquement, on considere l'application g : [a,b] — R définie par g(x) = V(f,a,x). Le deuxieme
lemme assure que la fonction g est croissante. On pose h = g — f alors, pour x < y, on a
h(y) — h(z) = g(y) — 9(x) = (f(y) — f(@)) =V (f,z,y) = (f(y) = f(z)) =0

(car x < y est une partition de [z,y]) donc h est croissante et f = g — h est bien la différence de deux
fonctions croissantes. O

Exemple. — La fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 0 et f(z) = xcos L si z # 0 est continue
mais n’est pas a variation bornée.

Démonstration. — On considere la subdivision suivante de [0, 1] :
1 1 1 1
Op ! 0< ﬁ;’<‘6{tjij%'< - < 5; < 4’< 1
alors

nil cos(k+1)m  coskm
— (k+1)m km

Var,, (f Z
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donc ) )
I | 1|1 2
Var, > = — >y =
ar"(f)_ﬂzk—i-l k'_ﬂ' E+1
k=1 k=1
or la série > k%rl diverge donc f n’est pas a variation bornée. O

Lecons concernées

18 Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

32 Intégrale d’une fonction d’une variable réelle. Suites de fonctions intégrables

Référence
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DEVELOPPEMENT 31

PROLONGEMENT DE LA FONCTION ¢ DE RIEMANN

1 1
pour t > 0 et on admet I’équation fonctionnelle 0(t) = %0 (t) .

E:eﬂ'Qt

On pose 0(t
meZ
Théoréme. — La fonction ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur C, holomorphe sur C—{1}

et admettant un pole simple en 1

Démonstration. — Soit s tel que 0 = Re s > 1 alors
+o0 R s +o0
/ e Tr2 Ny = 7r2n5/ e ™ Yy2 "y
0 0

S)_
+ +
S) Ooi: i/m Ty,
n=

F<f -
2
donc
r(f
2 n

N | =

()—1):%
> 0 par

N
y) =y ey
n=1

L et on a

On considere pout ¢t > 0 la fonction

E 6—71'77, —

de fonctions définie pour

l\)\)—t

La suite (fn)n

converge simplement vers la fonction y — 6(y)y2
+oo
rn2y 2
) <D e vyeT! = g(y)

n=1

I (5) =
%2 Zn0<oo

Or d’apres le théoreme de Fubini on a
T n=1

400 +00  tco
/ dy _ Z/ —mn? y 1dy
0

i.e. g € L' et, d’apres le théoeme de Lebesgue, on a
R el T
=2 / 0(y)y>~'dy.
0

TG X

Or 1
/O 0(y)y2
h /01 0(y)y?
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d’ou

r(5)¢(s) = (S L - i) +7s /1+°O Oy) (y3~' + 97578 ) ay.

Pour tout y > 1, 'application
s 0(y) <y§_1 - y_%_%)
est holomorphe dans C. D’autre part on a pour y > 1
e ™ e ™

Y —7T2 —Tr
Oly) =Y ™y e = <

n>1 n>1

donc, si s est dans un compact de C i.e. si —oo < a < Re s < b < 400 alors

~ s s e_ﬂ—y b a_ 1
0 ( 31 *5*%)‘ < ( 21 *5*5)
‘(y) y: 4y e UL
donc P’application
s +OO~ s s_ 1
b : SHWQ/ 0(y) (y5_1+y_5_5) dy
1

est holomorphe sur C. Ainsi, on a

r(2)cts) =t < ! 1) + ()

s—1 s

or la fonction I' est méromorphe sur C, ne s’annule pas, a pour poéles simples les entiers négatifs et la

fonction % est holomorphe sur C donc la fonction ¢ est méromorphe sur C et admet au plus un pole

simple en 0 et en 1. Or I' admet un poéle simple en 0 donc ¢ n’admet pas 0 pour pole. 0

Lecons concernées

07 Prolongements de fonctions. Applications

29 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries
numériques. Exemples

34 Interversion d’une limite et d’une intégrale. Exemples et applications

38 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications
39 Transformation de Fourier et produit de convolution

40 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples

41 Exemples d’utilisation de fonctions définies par des séries

44 Fonctions d’une variable complexe, holomorphie. Exemples et applications

45 Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C

47 Exemples de problemes d’interversion de limites
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Compléments

Résidu en 1. —
Pour Re s > 1, on a

T2 1 1 T2 . 1 o
@ <3_1 - 5) S 2(s—=1)5T(5)  2s—-Dr(5+1) s—1 <2F @) +(s— 1)¢(3)>
r C. Or 5

)
O F(%) 7rTdonc
1

fi (1

avec n holomorphe sur C.

avec ¢ holomorphe su

1 1
_ ) = — (14 (s = 1)d(s) = —= +6(s).

On a donc en fait

Equation fonctionnelle vérifiée par (. —
Pour tout s, on pose

i.e. d’apres ce qui précede

s—1 s
On a donc N
1 1 o0 1—s 1—s
1— -1 -
£(1—s) 15 -1 1_S+/1 6’(y)(yQ +y 2 2>dy
i.e.

et on obtient donc £(s) = &(1 — s) i.e.

Autour de la fonction I'. —
Pour x > 0, on a en appliquant le théoreme de convergence monotone

n t n n
I'(x) = lim " 11—-2) dt= lim nx/ s (1 = 5)"ds.
n—-+oo Jq n n—+00 0
Or on montre aisément par récurrence que pour tout n > 1 et tout z > 0

" n!
e=l(1 —s)"ds =
/0 s (1=8)"d z(x+1)---(x+n)

d’ou
1 i z(x+1)--(z+n)
_— = 1 .
I(z) n—too n®n!

On pose

1)-- 1)---

Glx) = 1 2(z4+1)--(z24n) | 2(z4+1)--(z24n) lim G, (2)
n—-+o0 n#n! n—-+o0 (n+ 1)*n! n—-+o0

ainsi

Gn(z) =

: 1
Z(z _‘(_n—){— 1 Z'rZL'+ n =z H sz Ou fk ) (1 + Z) 6_210g(1+ﬁ>'

Si|z| < Ret k> R alors %<1donc
fk:(Z) = (1 + %) e*zlog(lJr%) _ elog(1+%)leog(1+%)
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et il s’ensuit que

est holomorphe sur C. Ainsi la suite de fonctions holomorphes G,, converge-t-elle uniformément sur les
compacts vers la fonction G i.e. G est holomorphe et s’annule aux points annulant les G,,. Donc la
fonction % admet un prolongement holomorphe a C et s’annule aux entiers négatifs.

Il n’y a aucun zéro dans le demi-plan {Re s > 1}. —
Si Re s > 1 alors on peut écrire pour tout premier p

1 1
i:ZT
1 ps k21ps

donc, en notant (p;); la suite croissante des nombre premiers, on a
A A
1 1 1 1
i—=-112%= X 2w
Pl 2 el A WS (RS ) M L

ol Ny est ’ensemble des entiers admettant exactement py,...,p4 comme facteurs premiers. Or n < py
implique que n ¢ N4 donc

1 1 1
PR Dl ) D el

neN 4y n<pa n>pa

)= ] 1_1p_s

p premier

donc pour Re s > 1 on a

SiRes>1lalors [] (1—p~*) est un nombre complexe que 1'on note v (s) donc
p premier

s o= [ - [[ —==1

1—p=s
p premier p premier p

donc ((s) # 0 i.e. la fonction ¢ ne s’annule pas dans le demi-plan {Re s > 1}.

Les zéros de la fonction ( sont de deux types. —
Puisque ((s) # 0 pour Re (s) > 1, on a ((1 — s) # 0 pour Re (s) < 0. D’autre part la fonction I" ne
s’annule pas et admet des poles simples aux entiers négatifs, il résulte donc de 1’égalité

T (152)
C(s) =m2——=22((1 —s)
r(3)
que les zéros de ¢ dans le demi-plan {Re s < 0} sont les entiers —2, —4, —6,.... Ainsi, les zéros de

la fonction ¢ sont de deux types : les entiers négatifs pairs et les éventuels zéros situés dans la bande
critique {0 < Re s < 1}.
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